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  الاستدلال بالتراجع
  المتتاليات العددية

 
  :الكفاءات المستهدفة

  
  .البرهان بالتراجع على صحة خاصية في حالات بسيطة -
 .تبيان أنَ متتالية محدودة من الأسفل أو محدودة من أعلى أو محدودة -

 .التعرف إن كانت متتالية رتيبة -

 .تبيان إن كانت متتالية متقاربة -

 الشكل ة بعلاقة تراجعية منالتعرف على متتالية معرف -

 bUaU nn   . وحساب حدودها1.
  

  فهرس الدرس
  

 أنشطة تمهيدية 
 البرهان بالتراجع 

 )مراجعة وتتميمات: (عموميات على المتتاليات العددية  

المتتاليات الحسابية والمتتاليات الهندسية والمتتاليات التراجعية  
baUU: حيث  nn 1. 

 تمارين ومشكلات 

  حلول التمارين والمشكلات 
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   تمهيديةأنشطة
  

  .الخاصية الوراثية  : 1النشاط 
  :المعطيات و الأسئلة  ◄
:     إلى القضية  np)( ، نرمز بالرمزn من أجل كل عدد طبيعي-1

»2233333 1
4
1...3210 nnn «  

))(np  مجموع مكعبات الأعداد الطبيعية، الأصغر من أو تساوي « : هي القضيةn يساوي ، 
22 )1(

4
1 nn«  

1(p ،)5(p،)6(p،)7(p( ،p)0(أعط عبارة كل واحدة من القضايا    -  أ د ، ثم تأك 
 .أن كل واحدة من هذه القضايا هي قضية صحيحة

 ، mp)( عددا طبيعيا كيفيا ، أعط عبارة كل واحدة من القضيتين mليكن   - ب
)1(mp إذا كانت القضية :  ثم تأكد أنه)(mp صحيحة تكون حتما القضية 
)1(mpصحيحة . 

 عدد طبيعي مضاعف للعدد 18n« :  القصية nQ)( ، نسمي n من أجل كل عدد طبيعي -2
7« .  

 ثم قل عن كل منها إن كانت 1(Q ،)3(Q(، Q)0(كل واحدة من القضايا أعط عبارة   -  أ
 .صحيحة أو خاطئة

و mQ)(أعط عبارة كل واحدة من القضيتين :  عددا طبيعيا كيفيا m ليكن   - ب
)1(mQ ثم أثبت أنه إذا كانت )(mQ صحيحة تكون )1(mQ كذلك 

 .صحيحة

  :الأجوبــة  ◄

223«:  هي p)0( – أ -1 )10.(0.
4
10« .  

.1).11(«  : هي p)1(و 
4
110 233 « .  
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22333333«:  هيp)5(و  )15.(5.
4
1543210 «.  

223333333«:  هيp)6(و  )16.(6.
4
16543210«.  

  :وبعد إنجاز الحسابات 
)0(p و  » 0 = 0«  هي)1(p و  » 11 « هي)5(p و » 255255« هي)6(p 

  »441441«هي 
  :منه 

  صحيحة p)6(و ، p)1(p ،)5(، p)0(القضايا من واحدة كل 

2233333:   هي mp)( - ب )1(
4
1...3210 mmm  

      )1(mpهي :
22333333 )2()1(

4
1)1(...3210 mmmm  

المساواة   صحيحة تكون mp)(إذا كانت 
22333 )1.(.

4
1...10 mmm)...α (صحيحة.  

3333333وبما أن المساواة  )1()...10()1(...10 mmm)...β (
  .صحيحة

)10...(يمكننا تعويض ) α(من صواب  333 m 22 بـ )1.(.
4
1 mm وتبقى )β  (

  .صحيحة
  : .صحيحةوتكون المساواة 

  322333333 )1()1.(.
4
1)1(...3210 mmmmm   

  
  :وتكون المساواة صحيحة

 )1.(.
4
1.)1()1(...3210 22333333 mmmmm   
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  : .صحيحةوتكون المساواة 

 
4

44.)1()1(...3210
2

2333333 mmmmm   

  : وتكون المساواة 
22333333 )2.(

4
1.)1()1(...3210 mmmm وتكون 

)1(mp   صحيحةقضية.  
  :  وعليه 

  .صحيحة mp)1( حتما تكون صحيحة mp)( كانت إذا ، m الطبيعي العدد يكون مهما   
  
 عدد 181« هي Q)1(،  » 7لعدد  عدد طبيعي مضاعف ل180« :  هي Q)0( - أ-2

  . »7 عدد طبيعي مضاعف للعدد 183«  هي Q)3( »  7طبيعي مضاعف للعدد 
   » 7 مضاعف للعدد 9«  هي Q)1(و  » 7 مضاعف للعدد 2«  هي Q)0(إذن 
 و Q)1( و Q)0( القضايا من واحدة كلو    » 7 مضاعف للعدد 512«  هي Q)3(و 
)3(Q خاطئة   
  
18«  هي mQ)1(و  » 7 مضاعف للعدد 18m«  هي mQ)( -ب 1m مضاعف 
km صحيحة يكون mQ)(وإذا كانت  » 7لعدد ل   . عدد طبيعي k حيث 718

888وبما أن  1 mm أي mmm 8788 1.  
187818يكون  1 mmm ويكون mmm 8788  ويكون 1

mm k 8778 mm ويكون 1 k 878 )8( وبما أن 1 mk عدد طبيعي 
18« يكون  1m 1(وتكون  » 7 مضاعف للعدد(mQقضية صحيحة .  

  mQ)1( تكون صحيحة mQ)( كانت إذا : m الطبيعي العدد يكون مهما :  وعليه  
  :  الملاحظة ◄
p الخاصية«  لقد عرفنا np)( القضية nندما أرفقنا بكل عدد طبيعي  ع1 في السؤال - على »  

 يؤدي mp)( صواب mمهما يكون العدد الطبيعي « : مجموعة الأعداد الطبيعية وللتعبير على 
  » ، وراثيةN المعرفة على pالخاصية « نقول أن  » mp)1(حتما إلى صواب 
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 الأعداد الطبيعية ومن خلال جوابنا على  على مجموعةQ لقد عرفنا الخاصية 2 وهكذا في السؤال -
  . ، وراثيةN، المعرفة على Qالسؤال الأخير نستنتج أن الخاصية 

  
  

  :بصورة عامة 
 : 0n مجموعة الأعداد الطبيعية الأكبر من أو تساوي E عددا طبيعيا مفروضا وكانت 0nإذا كان 

على المجموعة   p نقول أننا عرفنا خاصية np)( قضية  E من  nعندما نرفق بكل عنصر 
E مهما يكون العنصر « :  ، وإذا برهنا أنهm من E فإن صواب )(mp يؤدي حتما إلى 

  . ، وراثيةE ، المعرفة على pنقول أن الخاصية  » mp)1(صواب 
  .»مبدأ البرهان بالتراجع « وستعمل بهذه المصطلحات عند تناولنا 

  
  .دراسة متتالية معرفة بحدها العام :2النشاط 

  : الأسئلة المعطيات و ◄
 بالدستور 1; المعرفة على المجال xالدالة العددية للمتغير الحقيقي fلتكن 

1
32
x

xf  

  .f أدرس تغيرات الدالة-1

)( لتكن -2 nU المتتالية العددية المعرفة ، على N بحدها العام ، 
1

32
n

Un.  

)( أدرس اتجاه تغير المتتالية -أ nU.   
  .1nU و 2nU فإن nمهما يكون العدد الطبيعي :  أثبت أنه -ب

 يأخذ قيما كبيرة جدًا n عندما العدد الطبيعي nUاذا يمكننا أن نقول عن قيم العدد الحقيقي  م-جـ
  ؟...جدًا جدًا 

  
  :الأجوبــة  ◄
  )معطى  ( 1; هي f مجموعة تعريف -1
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0
1

3lim
x

x 2 منهlim f و 
1

3lim
1 x
x         و

f
1

lim. 

f الدالة المشتقة للدالة f 1(2 بالدستور 1; معرفة على(
3)(

x
xf منه 

الدالة ب متزايدة تماما على  وعليه xf)(0، 1;  في xمهما تكون قيمة 
  : يكون كما يلي f وجدول تغيرات الدالة 1;

  
  
  

x 
 إشارة

)(xf  
  
  

 تغيرات

-∞             -1         
+

-
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nfU)( و1n; ، لدينا n مهما يكون العدد الطبيعي -2 n.  
   .1 أكبر تماما من n)1( و nكل من  : N في n مهما تكون قيمة -أ

1nn و n)1(1; و 1n;منه   متزايدة تماما f والدالة   
   1;على 
)()1(منه  nfnf 1()(0 منه( nfnf.   

N ، 01 في nمهما تكون قيمة : وعليه  nn UU المتتالية :   وبالتالي )( nU متزايدة 
  تماما

  

 ، N في n مهما تكون قيمة -ب
1

32
n

Un 0 و
1

3
n

0 منه  
1

3
n

  منه 

2
1

32
n

   

  ).2nUومنه  ( 2nU:  منه 
 متزايدة تماما على f و 1; ينتميان إلى المجال 0 و n وكل من 0nكذلك 

;1   
)()0(منه  fnf 0(1 و(f وبالتالي مهما تكون قيمة ، n في N :1nU  

  1nU و N : 2nU في n قيمة تكون مهما : وعليه 
  

  ... يأخذ قيما موجبة كبيرة جدًا جدًا xعندما  : f من حساب نهايات الدالة -جـ
   .2من ...  قريبة جدًا جدًا xf)(قيم 

 يأخذ قيما كبيرة nعندما :  نستطيع أن تقول أنه nfUn)(فإنّ N في nوبما أن مهما يكون 
   .2 من ... تكون قريبة جدًا ، جدًا nUفإن قيم ... جدًا ... جدًا جدًا 

  :الملاحـظـة  ◄
)(المتتالية « نقول أن  » 1nU فإنّ N في nمهما تكون قيمة « : للتعبير عن كون •  nU 

  . »1محدودة من الأسفل ويحدّها من الأسفل العدد الحقيقي الثابت 
)(المتتالية « نقول أن  » 2nU فإنّ  N في nمهما تكون قيمة « : وللتعبير على كون  nU 

  .» 2 من الأعلى العدد الحقيقي الثابت محدودة من الأعلى ويحدها
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)(تكون قيم ...  يأخذ قيما كبيرة جدًا جدًا nعندما « للتعبير على كون •  nU من ...  قريبة جدًا جدًا
)(نهاية المتتالية « نقول أن  » 2 nU 2«ونكتب » 2 هيlim nn

U«  

)(لدراسة سلوك متتالية عددية •  nU معرفة بحدها العام )(nfUn حيث f دالة عددية 
  .f يمكننا الاعتماد على سلوكات الدالة لمتغير حقيقي

  
baUUالمتتاليات التي تحقق علاقة تراجعية من الشكل : 3النشاط  nn 1.  

 :المعطيات و الأسئلة  ◄

)( لتكن 1a و 0a:  عددين حقيقيين مفروضين بحيث b   وaليكن  nU متتالية عددية
N، baUU في nبحيث مهما تكون قيمة  nn 1.  

)(ولتكن  nW ما تكون قيمة مه:  متتالية عددية هي كذلك تحققn في N : 
baWW nn 1.   
)( برهن أن المتتالية -1 nVمهما تكون قيمة :  المعرفة بـn في N:  nnn WUV هي 

  .متتالية هندسية
)( متى تكون المتتالية -2 nWثابتة ؟   
)( استنتج عبارة الحد العام -3 nU 0 بدلالةU،a،b)  والعدد الطبيعيn.(  
  
  :الأجوبــة  ◄
N:nnn في n مهما تكون قيمة -1 WUV  111 و nnn WUV .  

1)()(    : منه  baWbaUV nnn 1)(  ومنه    nnn WUaV . 

N:nn في nمهما تكون قيمة : وعليه  aVV   : وبالتالي 1
  )( nV أساسها هندسية متتالية a   
)( حتى تكون -2 nW ثابتة يلزم ويكفي أن يكون  :  

N:01 في nمهما تكون قيمة  nn WW .  
N:0nn في nأي مهما تكون قيمة  WbaW.  

N :baWn في nأي مهما تكون قيمة  )1(.  
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)( تكون حتى :منه  nW تكون أن ويكفي يلزم ثابتة )( nW العام بحدّها معرفة 
a
bWn 1

  

   :2 و 1 من نتائج الأجوبة على السؤالين -3

)(المتتالية  nW المعرفة بحدها العام  :
a
bWn 1

:  تحقق العلاقة التراجعية 

baWW nn 1.    
)(منه المتتالية  nV مهما تكون قيمة :  المعرفة بـn في N : nnn WUV) ... 1  (

nnٍ : ، بحيث nV ومنه حدها العام aمتتالية هندسية ذات الأساس  aVV ينا  ولد0

000 WUV  منه
a
bUV

 : N في n وعليه مهما تكون قيمة 100

na
a
bUV .

100.   

)(يكون الحد العام للمتتالية ) 1(ومن  nU بحيث 

nn
WV

n

a
ba

a
bUU

1
.

100.  

  :الملاحـظـة  ◄
)(المتتاليات العددية •  nU التي تحقق علاقة تراجعية من الشكل :baUU nn تستعمل  1

ط ، لقد كثيرا في أوضاع عملية مثل تزايد السكان أو الفوائد عند القرض أو الاستثمار وفي هذا النشا
   .رأينا كيف نحدد الحد العام لهذا النوع من المتتاليات

 
I - البرهان بالتراجع :  

    
 ، nالبرهان بالتراجع هو نمط من أنماط يمكن من البرهنة على صواب خاصية تتعلق بعدد طبيعي 

  .0n الأكبر من أو تساوي عدد طبيعي مفروض nمن أجل كل قيم 
  : مبدأ التالي يعتمد البرهان بالتراجع على ال

  ) :بديهية(مبدأ البرهان بالتراجع 
 خاصية معرفة على مجموعة الأعداد الطبيعية الأكبر من p عددا طبيعيا مفروضا ولتكن 0nليكن 

   .0nأو تساوي 
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 0nn بحيث n قضية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي np)( على أن -بالتراجع–لكي نبرهن 
  :، يكفي أن نبرهن على ما يلي 

1- )( 0npمرحلة الابتداء ( يحة  قضية صح.(  
 يؤدي إلى صواب mp)( ، صواب 0nm بحيث m من أجل كل عدد طبيعي -2
)1(mp)  الخاصيةp وراثية (  
  
  
  
  
 
 
 
  

  :عمليا، يمكن تشبيه برهانا بالتراجع بعملية صعود سلّم ، انظر إلى الشكل
  :يكفي 0nلكي أستطيع أن أتسلق السلم كاملا بدءا من الدرجة 

  .0n جة أضمن صعودي على الدر-1
  . أستطيع الانتقال من درجة كيفية إلى الدرجة الموالية لها -2

12 فإن n لنبرهن بالتراجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي :مثال  nn.  
12 القضية np)( ، لنسمي nمن أجل كل عدد طبيعي  nn.  

  
 N في n يعني مهما يكون nلأن مهما يكون العدد الطبيعي  (00nهنا :  مرحلة الابتداء-1

   ).0nبحيث 
)0(p وهي صحيحة 11 وهي القضية 1020:  هي القضية)0(، منه ) 1(p 

  .صحيحة
  
  :  وراثيةp  البرهان على أن الخاصية-2
  .) صحيحةmp)1( صحيحة ونبرهن mp)( نفرض nكذلك نأخذ عدد طبيعي كيفي (

m+1 
m 

n0 
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12 صحيحة أي نفرض mp)( عدد طبيعي كيفي ولنفرض mلنأخذ  mm ولنبرهن أن 
)1(mp 22:  صحيحة أي لنبرهن أن 1 mm.  
  

12رضا  لدينا ف:البرهان  mm  
222)1(منه    mm)  02لأن(   

222منه  1 mm  
222وبما أن  mm لأن )mmm   )0mو )22()2(

22: يكون  1 mm  
  . صحيحةmp)1(: وتكون

 ) mمن أجل كل عدد طبيعي  (mp)1( يؤدي إلى صواب mp)(منه صواب 
  ).2( وراثية pوعليه الخاصية 

  
  : الخاتمة-3
  

  . قضية صحيحة p)0(): 1(من 
  . وراثيةpالخاصية): 2(من 

  : منه وحسب مبدأ البرهان بالتراجع 
12 قضية صحيحة أي N :)(mp في nكون قيمة مهما ت nnقضية صحيحة .  

 كيفي أكبر من أو يساوي m وراثية ، نأخذ عدد طبيعي pللبرهنة على أن الخاصية : طريقة 
0n نفرض )(mp صحيحة ونبرهن)1(mpصحيحة . 
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II – مراجعة وتتميمات: ( عموميات على المتتاليات العددية(  
  
  ):تذكير( تعريف اصطلاحات -1

  

نسمي متتالية عددية كل دالة عددية مجموعة تعريفها هي مجموعة الأعداد الطبيعية الأكبر من : ريف تع
  ). (αأو تساوي عدد طبيعي مفروض 

  .مثل ما هو معمول به في التعليم الثانوي» المتتاليات«تقتصر الدراسة على هذا النوع من ) (
  :اصطلاحات 

 ، مجموعة الأعداد الطبيعية الأكبر من أو تساوي Dيفها  متتالية عددية مجموعة تعرUإذا كانت 
  . αعدد طبيعي مفروض 

)( بدلا من الرمز pU ، بالدالة D ، من pيرمز إلى صورة عنصر •  pU.  
)(بالرمز )  في حد ذاتها Uأي إلى الدالة  (Uيرمز إلى المتتالية •  nU أو بالرمز DnnU )(  
)( للمتتالية pلحد ذو الدليل  يصمن اpU ، العدد الحقيقي D من pمهما يكون العنصر •  nU 
.  
)( يسمى الحد الأول للمتتالية αUالعدد الحقيقي •  nU.   

 » •nUبدلالة ، n «  يسمى الحد العام للمتتالية)( nU.   
  
  
  ):أو توليد حدود متتالية عددية ( تحديد متتالية عددية  -2

)(الطريقتان الأكثر استعمالا لتحديد متتالية عددية  nU – د تحديد مجموعة  بع– أو لتوليد حدودها
  : هما Dتعريفها 

)(إعطاء عبارة الحد العام للمتتالية : الطريقة الأولى  nU.  
)(الإعطاء المحكم لحد أو حدين أو عدة حدود من المتتالية : الطريقة الثانية  nU علاقة تراجعية «  و

)(وهي علاقة تمكن من إيجاد كل حد من الحدود غير المعطاة للمتتالية »  nUبالرجوع إلى حدود  
)(وفي هذه الحالة نقول أن المتتالية . سبقت معرفتها  nUهي متتالية تراجعية .  

  
  :رتابة متتالية عددية  -3
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  ) تذكير: ( تعاريف -أ

  
)(لتكن  nU عددية مجموعة تعريفها  متتاليةD.  

  
)(« القول •  nU يعني »  رتيبة : »)( nU متزايدة أو )( nU متناقصة أو )( nU ثابتة «  
)(« القول •  nU يعني »  رتيبة تماما : »)( nU متزايدة تماما أو )( nU متناقصة تماما «  
  
  :  ملاحظة -ب

)(متتالية عددية ) أو دراسة تغيرات أو دراسة رتابة ( دراسة اتجاه تغير    nU يعني الحكم 
)(عن المتتالية  nU إن هي متزايدة أو متناقصة أو ثابتة أو متزايدة تماما أو متناقصة تماما أو غير 

  .رتيبة وهذا مع التعليل
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ثابتة(Un)  متناقصة(Un)  متزايدة(Un) القول
(Un) متزايدة 
 تماما

(Un) متناقصة 
 تماما

يعني 
مهما 
يكون 

العنصر 
n من 
D 

01 nn UU01 nn UU 01 nn UU 01 nn UU 01 nn UU 
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  )مقبولة: ( مبرهنة -جـ
  

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  :  طرائق وأمثلة -د
  :» الدالية « الطريقة • 

)(لتكن  nU متتالية عددية مجموعة تعريفها Dالطبيعية الأكبر من أو تساوي  هي مجموعة الأعداد 
  .αالعدد الطبيعي المفروض 

)(إذا كانت  nU معرفة بحدها العام )(nfU n حيث f دالة عددية لمتغير حقيقي مجموعة 
 رتيبة على هذا المجال يمكننا استنتاج رتابة f وكانت الدالة α;تعريفها تحتوي المجال 

)(المتتالية  nU.   
  .2أنظر إلى النشاط : مثلا 

  :رية الطريقة الجب• 
)(لتكن  nU متتالية عددية مجموعة تعريفها D.  

)(لدراسة اتجاه تغير المتتالية  nU بالطريقة الجبرية :  
 ولذلك يمكن دراسة إشارة الفرق 1nUو  nU ونقارن D كيفي في المجموعة nنأخذ 

nn UU 1.   
)(وفي حالة ما تكون جميع حدود المتتالية  nUموجبة تماما .  

)(لتكن  nUمتتالية عددية مجموعة تعريفها D:  
  .D من q و pمهما يكون العنصران  

)(إذا كانت  nUإذا كان  . متزايدةpq pq يكون    UU 
)(إذا كانت  nUإذا كان  . متناقصةpq pq يكون    UU 
)(إذا كانت  nUإذا كان  . متزايدة تماماpq pq يكون    UU 
)(إذا كانت  nUإذا كان  . متناقصة تماماpq pq يكون    UU 
)(إذا كانت  nUثابتة . pq UU 
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يمكننا مقارنة حاصل القسمة 
n

n

U
U   .1 و العدد 1

  :مثلا 

)(2لندرس اتجاه تغير المتتالية  nnU 21: المعرفة بحدها العام
5
n

U
n

n   

)(مجموعة تعريف المتتالية  nU 1 هي*N وجميع حدود)( nUموجبة تماما .  
  ، D من nمهما يكون العنصر 

222

2

1
1 1.515

5
15

n
n

n
nn

nU
U

n

n

n

n.  

ومقارنة 
n

n

U
U   : تعود إلى مقارنة جذريها التربيعيين أي 1و 1

إلى مقارنة 
n
n  ولدينا 1و 15

n
n

n
n  و 2n و 115)15(5

015  
 ومنه 25525n منه 15215n: منه 

0515n 2 وn0115نه  م
n
n 11 منه

n

n

U
U  وبما أن 

0nUيكون nn UU 01 منه 1 nn UU   

)( المتتاليةوعليه  nU تماما متزايدة.   
  : الطريقة بالتراجع • 

NnnU لتكن      :المتتالية العددية المعرفة بما يلي)(
NnUU

U

nn 12

4

1

0
 

4,3,7لدينا  012 UUU يبدو وكأنه )( nUمتناقصة تماما .  
 1nU وnUفإن ) 0n و N في nأي  ( N في nمهما يكون:  أنه– بالتراجع –لنبرهن 

nn: وجبانعددان حقيقيان م UU 1.   
nn هيٍ np)(:  بما يليN المعرفة على pنعتبر الخاصية  UU 10.  
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   : مرحلة الابتداء-1
)0(p 010 هي UU  430وهي قضية صحيحة لأن.  
  :  وراثيةp البرهان على أن الخاصية -2

mmصحيحة أي نفرض mp)( عددا طبيعيا كيفيا لنفرض mليكن  UU   ولنبرهن 10
)1(mp 120صحيحة أي لنبرهن mm UU.   

mm: لدينا فرضا : البرهان  UU 10  
12121: منه  1 mm UU)  يضرب طرفي كل واحدة من المتباينتين

   )2nU قصد إبراز 1 وإضافة 2السابقتين في 
12121منه  1 mm UU   

120: ويكون  mm UU 1(، وتكون(mp صحيحة .  
  . وراثيةpوعليه الخاصية 

   : الخاتمة -3
)0(p صحيحة والخاصية p  وراثية منه وحسب مبدأ البرهان بالتراجع مهما يكون n في N : 
)(mpصحيحة .  

N ،01 في nإذن مهما يكون   nn UU المتتالية:  وبالتالي )( nU تماما متناقصة.  

  
  :  المتتالية المحدودة من الأعلى، المتتالية المحدودة من الأسفل -4

   :تعاريف 
)(لتكن  nU متتالية مجموعة تعريفها D.  

)(المتتالية « القول •  nU يوجد عدد حقيقي ثابت « يعني  » محدودة من الأعلىM بحيث مهما 
 يسمى عنصرًا حادًا من الأعلى للمتتالية Mذ وعندئ » D :MUn من nتكون قيمة 

)( nU.  
)(المتتالية « القول •  nU يوجد عدد حقيقي ثابت « يعني  » محدودة من الأسفلm بحيث مهما 

 يسمى عنصرًا حادًا من الأسفل للمتتالية mوعندئذ  » D : mUn من nتكون قيمة 
)( nU.  
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)(المتتالية « القول •  nU يعني  » محدودة»)( nUمحدودة من الأعلى و  )( nU محدودة من 
 : D من n بحيث مهما تكون قيمة M و mيوجد عددان حقيقيان ثابتان «أي » الأسفل 
MUm n« .  
  .2انظر النشاط  : 1مثال 
NnnUالمتتالية العددية :  2مثال  nUn المعرفة بحدها العام )( cos محدودة لأن مهما تكون 
N :1cos1 في nقيمة   n.   

  

III –لمتتاليات التراجعية المتتاليات الحسابية والمتتاليات الهندسية وا
baUU: حيث  nn 1.  

  
  )تذكير: ( المتتاليات الحسابية -1

)( لتكن :تعريف  nUمتتالية عددية مجموعة تعريفها ط .  
)(« : القول  nU يوجد عدد حقيقي ثابت « يعني »  متتالية حسابيةr بحيث ، مهما تكون قيمة n 

D :11من  nn UU « وعندئذr يسمى أساس المتتالية الحسابية )( nU.  
  

  : خواص 
)(ن لتك nU متتالية عددية مجموعة تعريفها D هي مجموعة الأعداد الطبيعية الأكبر من أو تساوي 

  .αعددًا طبيعيا مفروضًا 
)(إذا كانت  nU متتالية حسابية ذات الأساس العدد الحقيقي الثابت rلدينا :  

D : rkpUU من q و pمهما يكون العنصران •  kp )(  
nمهما يكون العنصر •  D : rnUUn من   )( αα   ).ام عبارة الحد الع (  

  : وبالأخص 
N : rnUUn في nمهما يكون  ) : NDأي  (0α إذا كان - .0.   
N : rnUUn* في nمهما يكون  ) : ND*أي   (1α إذا كان - )1(1. 
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: pk بحيث D من k و pمهما يكون العنصران • 

))(1(
2
1...1 kpkpp UUpkUUU)  مجموع حدود متتابعة من

  ).متتالية حسابية
D : 12 من pمهما يكون العنصر •  2 ppp UUU) 2pU هو الوسط الحسابي

   ).1pU و pUللعددين 
  
  )تذكير: ( المتتاليات الهندسية -2

  :تعريف 
)(لتكن  nU متتالية عددية مجموعة تعريفها D.   
)(« القول  nU يوجد عدد حقيقي ثابت « يعني »  متتالية هندسيةq بحيث مهما يكون العنصر n 

D : nnمن  UqU )( يسمى أساس المتتالية الهندسية qوعندئذ » 1. nU.  
  

  : خواص 
)(لتكن  nUها   متتالية عددية مجموعة تعريفD هي مجموعة الأعداد الطبيعية الأكبر من أو تساوي 

  .αعددًا طبيعيا مفروضًا 
)(إذا كانت  nU متتالية هندسية ذات الأساس العدد الحقيقي الثابت  q لدينا :  

D : 2  من pمهما يكون العنصر • 
12 ppp UUU) 1pU وسط هندسي للعددين

pU 2وpU(   
0q في حالة ما يكون -   :   
k و pمهما يكون العنصران •  D : kn  من 

kp qUU ..   
nمهما يكون العنصر •  D :α من  

α
n

n qUU .   ).عبارة الحد العام  (  
  : وبالأخص 

N :n في nمهما يكون  ): NDأي  (0α إذا كان -     
n qUU .0  

N :1* في nمهما يكون  ): ND*أي  (1α إذا كان -     
1.

n
n qUU  

 1q:   في حالة ما يكون -
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: pk بحيث D من k و pمهما يكون العنصران • 

q
qUUUU

pk

pkpp 1
1....

1

  ).الية هندسيةمجموع حدود متتابعة من متت (1

baUU:  المتتاليات التي تحقق علاقة تراجعية من الشكل-3 nn 1  
 

  : مبرهنة 
)( عددين حقيقيين مفروضين ولتكن b و aليكن  nU متتالية عددية ، مجموعة تعريفها  D ، 
D : baUU في nمهما تكون قيمة : تحقق  nn 1.   

)(تكون  : 1aإذا كان •  nU متتالية حسابية ذات الأساس  a.  
)(ن جميع حدود المتتالية تكو : 0aإذا كان ••  nU ما عادا ربما حدها الأول ، تساوي ، b.  

DnnVفإن المتتالية  : 1a و 0aإذا كان •••   المعرفة بالدستور )(

a
bUV nn 1

  .a هي متتالية هندسية ذات الأساس 

  
  : البرهان 

  .بديهي• 
  .بديهي•• 
  .3أنظر إلى النشاط ••• 
DnnU لتكن:مثال   :المتتالية العددية المعرفة بما يلي)(

   
NnUU

U

nn 53
2

1

0  

)(تتالية الم nV بحيث   :
31

5
nn UV هي متتالية هندسية ذات الأساس في حدها الأول 

2
5

00 UV   

أي  
2
520V   أي  

2
9

0V   منه   n
nV 3.

2
حسب المبرهنة حول الحد العام  (9

  ) .لمتتالية هندسية 
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: وبما أن 
2
5

nn UV تكون عبارة الحد العام للمتتالية nUكالتالي  :  

2
53.

2
9 n

nU
  

  
IV –نهاية متتالية عددية  :  

  :  مفهوم نهاية متتالية عددية-1
  

)(دراسة نهاية متتالية عددية • «  nU «   يعني الاهتمام بسلوك حدود هذه المتتالية عندما الدليلn 
  .وأكثر فأكثر .... كبيرة جدًا جدًا ) طبيعية( يأخذ قيما n أي لما ∞ +يؤول إلى 

)(لتكن •  nU متتالية عددية مجموعة تعريفها D.   

 يعني القول
ويرمز إلى هذا القول كما 

 يلي

)(نهاية  nUيهlحيثl عدد 
 .حقيقي

 ) Dفي  ( nمن أجل كل قيم 
وأكثر فأكثر ... الكبيرة جدًا جدًا 

  قريبة جدًا جدًا nUتكون قيم 
وأكثر فأكثر من العدد ... 

 .lالحقيقي 

lU nn
lim 

)(نهاية  nU هي + ∞. 

 ) Dفي  (nمن أجل كل قيم 
وأكثر فأكثر ... الكبيرة جدًا جدًا 

 كبيرة جدًا جدًا nUتكون قيم 
أكثر بالقيمة المطلقة وأكثر ف... 

 .وهي موجبة

nn
Ulim 

)(نهاية  nU هي - ∞. 

 ) Dفي  (nمن أجل كل قيم 
وأكثر فأكثر ... الكبيرة جدًا جدًا 

 كبيرة جدًا جدًا nUتكون قيم 
وأكثر فأكثر بالقيمة المطلقة ... 

 .وهي سالبة

nn
Ulim 
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  :يمكن ألا توجد نهاية لمتتالية عددية • 
  :  تعريف-2

)(لتكن  nU متتالية عددية  :  
)(« القول  nU يوجد عدد حقيقي« يعني »   متقاربةl بحيث lUnn

lim«   

)(« القول  nU يعني »  متباعدة »nn
Ulim أو nn

Ulim أو لا توجد نهاية 

)(للمتتالية  nU«   
  
  ):مقبولة( مبرهنات -3

  :متغير طبيعي  n عدد حقيقي ثابت وq أين nqنهاية متتالية حدها العام  
 متغير طبيعي ، n، حيث nq التي حدها العام دراسة نهاية المتتالية.  عددا حقيقيا ثابتا qليكن 

  : تعتمد على ما يلي
n:  يكون1qإذا كان • 

n
qlim  

1lim:  يكون1qإذا كان •  n

n
q  

11إذا كان •  q0:  يكونlim n

n
q  

)(فإنه لا توجد نهاية للمتتالية  1qإذا كان •  nUالمعرفة بحدها العام  :n
n qU.  

: مثالان 
n

n 2
5lim    لأن   

2
1   ثابت   و    5

2
5  

  0
3
2lim

n

n
   لأن    

3
1 ثابت و 2

3
21.  

)(متتالية نهاية   nU معرفة بحدها العام )(nfU nحيث f دالة :  
)(إذا كانت  nU متتالية معرفة بحدها العام )(nfU n فإن نهاية المتتالية )( nU هي نهاية 

  .∞ + عند fالدالة
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n : مثلا
n
lim  لأن  n

n
lim  , 01lim

nn
01lim   لأن  

nn
 

.  
  :النهايات والعمليات على المتتاليات  

مة دالة على دالة عندما المتغير المبرهنات حول نهاية مجموع دالتين ، جداء دالتين ، حاصل قس
 تطبق على مجموع متتاليتين ، جداء متتاليتين ، حاصل قسمة متتالية على ∞ + يؤول إلى xالحقيقي 

  . ، على الترتيب∞ + يؤول إلى nمتتالية ، لما المتغير الطبيعي 
  

  : مثلا 
NnnUلتكن •    :  المتتالية العددية المعرفة بحدها العام)(
n

n n
U

2
1

1
32 2.  

0لدينا 
1

3lim 2nn
2  ومنه  

1
32lim 2nn

0 و  
2
1lim

n

n
  لأن  

2
1 ثابت   و 1

2
11  

2limمنه    nn
U وعليه المتتالية   )( nU 2 متقاربة وتتقارب من.   

)(*لتكن •  NnnV المتتالية العددية المعرفة بحدها العام n
n n
V 321.   

01limلدينا 
nn

n   و   
n

2lim   و   n

n
3lim   ثابت   و 3   لأن 

13.  

nnمنه 
Vlim والمتتالية   )( nVمتباعدة .  

  :نهاية مركبة متتالية بدالة   
)(لتكن  nU متتالية ولتكن f دالة .  
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λnnإذا كان 
Ulim حيثλ يمثل عدد حقيقي 

l أو  أو .  
γ)(limوكان  xf

n
 يمثل عدد حقيقي γ حيث 

l أو  أو   .  
)(*لتكن  : مثلا NnnV المتتالية العددية المعرفة بحدها العام  :  

2

19
n

Vn.   

)(لدينا  nn UfV 2 حيث

19
n

Un و f الدالة بحيث  :xxf )(  

9limلدينا  nn
U 3 و)(lim xf

n
3lim:  منه  nn

V.  

)(وعليه المتتالية  nV3يقي  متقاربة وتتقارب من العدد الحق.  
  :نهايات بالمقارنة 

)(في المبرهنات الموالية nU،)( nV،)( nW متتاليات عددية :  
  
  :مبرهنة الحد من الأسفل • 

 بحيث n بحيث من أجل كل 0nإذا وجد عدد طبيعي 

0nn ، nn VU  
nnوكان 

Vlim  

nnفإن 
Ulim  

  
  :مبرهنة الحد من الأعلـى • 

 بحيث n بحيث من أجل كل 0nإذا وجد عدد طبيعي 

0nn ، nn VU  
nnوكان 

Vlim  

nnفإن 
Ulim  
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  :ة الحصــر مبرهن• 

 بحيث n بحيث من أجل كل 0nإذا وجد عدد طبيعي 

0nn ، nnn WUV  
lVnnوكان 

lim  و  lWnn
lim حيث  l 

  .عدد حقيقي
lUفإن  nn

lim.  

  
)(لتكن  : مثلا nU،)( nV،)( nW المتتاليات العددية بحيث  :  

nnU n 3cos ، nnVn 5sin ، 
n
nWn

2sin  

1cos1فإن xنعلم أنه مهما يكون العدد الحقيقي  x 1 وsin1 x  
N : 1cos في nمهما يكون •  n 13 منهcos nnn 1 أيnU n 

)...1 (  
lim)1(و  n

n
وحسب مبرهنة الحد من الأسفل ) 2(و ) 1(، من ) 2 ...(

nn
Ulim.  

N : 15sin في nمهما يكون •  n منه nnn 15sin أي nVn 1 
)...3 (  
lim)1(و  n

n
وحسب مبرهنة الحد من الأعلى ) 4(و ) 3(، من ) 4 ...(

nn
Vlim.  

N : 12sin1 في nمن أجل كل •  n 01 و
n

  منه ٍ 
nn

n
n

12sin1   

أي 
n

W
n n

01lim( و ) 5 ...(11
nn

01lim و 
nn

)... ( 6 . (  

0limوحسب مبرهنة الحصر ) 6(و ) 5(من  nn
W.  
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  : تقارب متتالية محدودة و رتيبة 

)(لتكن nU متتالية عددية .  
)(إذا كانت •  nU متزايدة ومحدودة من الأعلى فإن 
)( nUمتقاربة .  
)(إذا كانت •  nU متناقصة ومحدودة من الأسفل فإن 
)( nUمتقاربة .  
  

  :إيجاد نهاية متتالية تراجعية متقاربة  
)(لتكن nU متتالية عددية مجموعة تعريفها D . تحقق

D ،)(1 في nقيمة مهما تكون  nn UfU 
  . دالةfحيث 

)(إذا كانت •  nU متقاربة فإنّ نهايتها l تحقق المساواة 
llf )(.  
  

  :تمرين تطبيقي 
)(لتكن  nU المتتالية العددية المعرفة كما يلي  :  

     
NnUUU

U

nnn 1
2
1

2
1

0  

)( ادرس اتجاه تغير المتتالية -1 nU.  

: N في nمهما تكون قيمة :  أثبت أنه -2
2
1

nU.  

  .1nU: فإن N في nمة  برهن ، بالتراجع ، أنه مهما تكون قي-3
)( استنتج أن المتتالية -4 nU متقاربة وأحسب نهايتها .  

  :الحل 
N : 22 في n مهما يكون -1

1 112 nnnnn UUUUU  
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01: منه  nn UU المتتالية منه )( nU متزايدة.   

)( والمتتالية N ، 0n في n مهما يكون -2 nU 0 متزايدة ، منهUUn   

 : N في n يكون مهما: وعليه 
2
1

nU.  

  .1nU القضية np)( لنسمي n من أجل كل عدد طبيعي -3

1 هي القضية p)0(مرحلة الابتداء • 
2
  α)(...  وهي قضية صحيحة1

  1mU صحيحة أي لنفرض mp)( عددا طبيعيا كيفيا لنفرض mليكن • 
  .1mU و 1صحيحة لذلك نقارن mp)1(ولنبرهن 

1)1(لدينا  2
1 mmmmm UUUUU.  

لأن ( ، 0mU) فرضا (01mU: ولدينا 
2
1

mU.(  

)1(0منه  mm UU  011 منهmU 01 منهmU وهو المطلوب وعليه 
  β)(...  وراثية pالخاصية 

  : أ البرهان بالتراجع  وحسب مبدβ)( و α)(من 
  N:  1nU   ...  )(γ في nيكون مهما

)(:  مما سبق -4 nU متزايدة و )( nU من (  محدودة مما الأعلى)(γ ( منه)( nU 

  .متقاربة
1)(ولدينا   nn UfUحيث  f 1:  الدالة المعرفة بـ)( 2 xxxf  

)( نهاية المتتالية lوإذا سمينا  nU لدينا l تحقق llf lll أي )(  أي 12

lll ll  أي 122 1lim منه 1l أي )1(2 nn
U.   
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  تمارين ومشكلات

  
  : لبرهان بالتراجع ا

  :  ، نضع n من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم – 1
2222 ...321 nSn.  
  .1S ،3S ،5S ،6Sأحسب كلا من . 1
   .mS بدلالة 1mSأعط عبارة :  عددا طبيعيا ، غير معدوم ، كيفيا mليكن . 2
  :  فإن1n حيث nمهما يكون العدد الطبيعي : برهن بالتراجع أنه . 3

)12).(1.(
6
1 nnnSn.  

  
  : ضع  ، نn من أجل كل عدد طبيعي – 2
)1(...3.22.11.0 nnSn.  
  .0S ،1S ،2S ،5Sأحسب كلا من . 1
  :  فإن nمهما يكون العدد الطبيعي : برهن بالتراجع أنه . 2

)2).(1.(
3
1 nnnSn.   

  .2007Sاحسب . 3

  
  :  ، نضع 3n ، بحيث n من أجل كل عدد طبيعي – 3
2252423 2).1(...2).15(2).14(2).13( n

n nS.  
)2.(12:  فإنّ 3n حيث nبرهن بالتراجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي . 1 n

n nS.  
   : حيثS لحساب المجموع nSاستعمل عبارة . 2
.2.332.302.272.242.212.182.152.122.92.6 1098765432S  

  
19:  عدد طبيعي  ، نضع n من أجل – 4 nA 19 و nB  
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   »8 مصاعف للعدد B«  الخاصية Qو  » 8 مضاعف للعدد A«  الخاصية pونسمي 
  . وراثية pبرهن أن الخاصية . 1
  . وراثيةQبرهن ان الخاصية . 2
  .nصحيحة من أجل كل عدد طبيعي np)(برهن ان القضية . 3
   ؟nبيعي  صحيحة من أجل كل عدد طnp)(هل القضية . 4

  
  : برهن بالتراجع أنه – 5
)313( فإن nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم . 1 nn 5 عدد طبيعي مضاعف للعدد.  
3213 فإن 2n بحيث nمن أجل كل عدد طبيعي . 2 6.42 nn عدد طبيعي مضاعف 

  .7للعدد 
  
  

  
6 – a عدد حقيقي موجب تماما :  

)1(.1 فإن nبرهن بالتراجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي  ana n  
  ) المتباينة المذكورة أعلاه معروفة تحت اسم متباينة برنولي :ملاحظة (

  
  : برهن بالتراجع أنه – 7
nnn:  فإن 2n بحيث nمن أجل كل عدد طبيعي . 1 435.  
4)3(2:  فإن 3n بحيث nمن أجل كل عدد طبيعي . 2 nn.  

  
nn غير معدوم، نضع n من أجل كل عدد طبيعي – 8 ...321!  
  .m! بدلالة m)1(! : عددا طبيعيا غير معدوم ، أعط عبارة mليكن . 1
  : برهن بالتراجع أنه . 2
  :  فإن 1n بحيث n مهما يكون العدد الطبيعي -أ

1)!1(!....!3.3!2.2!1.1 nmn  
!12:  فإن 1n بحيثn مهما يكون العدد الطبيعي -ب nn.   
1n : nn:  طبيعي بحيث nمن أجل : ملاحظة (  ...321!   
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  0!1: اصطلاحا 
علمية عاملي موجودة في الحسابات ال» الدالة « و  » nعاملي « يسمى n! عدد طبيعي nمن أجل 

(  

  
  عموميات على المتتاليات العددية 

9 – )( nU متتالية عددية معرفة بحدها العام )(nfU n حيث f دالة عددية لمتغير حقيقي 
.  

)(أدرس رتابة المتتالية  nU بالاعتماد على تغيرات الدالة f في كل حالة من الحالات التالية :  

1 .
1

35
n

Un        ، 2 .
n

Un
52        ، 3 .  

12nUn        ، 4 .42 2nUn ،   

5 .2

53
n
nUn،           6 .

12
312
n

nUn        ، 7 .  

900032 nnUn.   

  
10 – )( nU متتالية عددية معرفة بحدها العام )(nfU n حيث f دالة عددية لمتغير 

  .حقيقي 

)(ادرس رتابة المتتالية  nU بمقارنة حاصل القسمة 
n

n

U
U  في كل حالة من الحالات 1 والعدد 1

)(مجموعة تعريف المتتالية Dالتالية ، حيث  nU.  

1 .
1

3
n

U
n

n و *ND   ،2 .n
n nU عداد مجموعة الأD  و  2).99,0(

  100n حيث nالطبيعية 

3 .nn
nU
2

ND     ، 4  .n* و !

n

nU 3
تعريف  .                ( ND و 2

!n 8 في التمرين.(  
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)( ادرس رتابة المتتالية – 11 nU بدراسة إشارة الفرق nn UU  في كل حالة من الحالات 1
  .التالية 

1 .nnUn
2   ،    2 .

52
3

n
nUn  ،  3 .13 nU n

n       ،4  .

52
2

1

0

nUU
U

nn

.  

  
  .0a عددا حقيقيا مفروضا بحيث a ليكن – 12

)(كن ولي nU المتتالية بحيث  :
321

0

nn UU

aU
  

)(برهن بالتراجع أن المتتالية  : 0aنفرض . 1 nUمتزايدة تماما .  
)(برهن بالتراجع أن المتتالية  : 3aنفرض . 2 nUثابتة .  
)(برهن بالتراجع أن المتتالية  : 5,6aنفرض . 3 nUمتناقصة تماما .  
  
  

  
13 – )( nU متتالية عددية :  

)(لية باستعمال الطريقة المناسبة ، برهن أن المتتا. 1 nU محدودة من الأسفل في كل حالة من 
  : الحالات التالية 

1 - 12 nnUn  

2- 2
1

0 6

nUU
U

nn

  

3- 
2

114
n

nUn  

)(باستعمال الطريقة المناسبة ، برهن ان المتتالية . 2 nU محدودة من الأعلى في كل حالة من 
  : الحالات التالية 
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 1 - 18
52

32

n
nUn  

2- 
23

1
11

1

0

n
UU

U

nn

  

3- 
3
42

n
nUn  

  
  المتتاليات الحسابية والمتتاليات الهندسية ومتتاليات متعلقة بها  

)( لتكن – 14 nU المتتالية العددية المعرفة بما يلي  :  

32
1

1

0

nUU
U

nn

  

)(ولتكن  nV المتتالية بحيث  :nnn UUV 1  
)(أثبت أن . 1 nVمتتالية حسابية .  
 يكون nتأكد أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم . 2
1100 ... nn VVVUU ثم أعط عبارة nU بدلالة n،   
 )( Nn.  

  
 في كل n بدلالة nUارة  ، أعط عب14 بإتباع طريقة مماثلة للطريقة المستعملة في التمرين  – 15

  :حالة من الحالتين 

)(المتتالية . 1 nU معرفة بما يلي  :n
nn UU

U
3

3

1

0  

)(المتتالية . 2 nU معرفة بما يلي  :
nn UU

U
.2

2

1

0  

  
)( أعط عبارة الحد العام للمتتالية – 16 nU ثم أحسب المجموع nS حيث 

nn UUUS ...10  
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  :في كل حالة من الحالات التالية 

1- )( nU معرفة بـ  :n
nn UU

U
3

3

1

0.   

2- )( nU معرفة بـ  :
12

1

1

0

nn UU
U

.   

3- )( nU معرفة بـ  :
74

2
1

1

0

nn UU

U
.   

  



 3 ثانوي             تسيير و اقتصاد           رياضيات              الإرسال 1
 

 33

  تقارب متتالية عددية  
)( ادرس تقارب المتتالية العددية– 71 nU في كل حالة من الحالات التالية  :  

1- nnU 3
52،2- 

n

n n
U

3
212 ،3- 

1
153 2

n
nnUn،  

4- n
n
nUn 1

5
2 ،5- nn

nU 76 ،  6- 
83
12

n

n

nU،   

7- nn

nn

nU 8.34.7
2.53.2،8- nnU )3(5  ،  9- 

523
1

1

0

nn UU
U

  ،  

10- 
35

1

1

0

nn UU
U

.  

  
)( باستعمال الطريقة المناسبة ، برهن أن المتتالية – 18 nU تحقق الشرط )(ϕ ثم ادرس تقارب 

)(ية المتتال nU في كل حالة من الحالات التالية  :  

1- 
23
12

2n
nU

n

n    و    
23
120 2n

nUn : )(ϕ  

2- 
41

12
n

n

n
nU    و    

5
12nUn : )(ϕ  

3- )( nUمعرفة بـ   :
223

5,0

1

0

nUU
U

nn

  nUn :)(ϕ   و 

  
  

  مسائل

19 –)( nU متتالية عددية معرفة بما يلي      :
1)1(1

2
3

1

0

nn U
n

U

U
  

  .1nU فإن nبرهن بالتراجع أنه ، مهما يكون العدد الطبيعي غير المعدوم . 1
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 و 1، قارن العددين  عددا طبيعيا غير المعدوم nليكن . 2
1
11

n

n

U
U

.  

)(أدرس رتابة المتتالية . 3 nU.  
)(أثبت أن المتتالية . 4 nU.  
   فإن 2n حيث nبرهن بالتراجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي . 5
n

nU 2
11.  

)(استنتج نهاية المتتالية . 6 nU.  
)( تقبل أنه توجد متتالية عددية وحيدة – 20  nU مجموعة تعريفها N ومعرفة بما يلي   :

524
7

3
1

1

0

n

n
n U

UU

U
  

)( ، هل المتتالية 1U ، 2U  ،3Uاحسب . 1 nUرتيبة .  
  .0nU فإن  nبرهن بالتراجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي . 2

NnnVنعتبر المتتالية . 3 21: المعرفة بما يلي )(

n
n U
V:   

)( برهن أن -أ nV متتالية هندسية .  
  .n بدلالة العدد الطبيعي nU ثم عبارة الحد العام nV أعط عبارة الحد العام -ب

nn أحسب -جـ
Ulim.  

  
)(وجد عددية وحيدة  تقبل أنه ت– 21 nU مجموعة تعريفها N معرفة بما يلي      :

32
2

0

1

0

n

n
n U

UU

U
  

  .1nU فإن nبرهن بالتراجع أنه ، مهما يكون العدد الطبيعي . 1
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NnnVنعتبر المتتالية . 2  بحيث  )(
n

n U
V

1
1.  

)( برهن أن -أ nVمتتالية حسابية .  
  .    n بدلالة العدد الطبيعي nU ثم عبارة الحد العام nV أعط عبارة الحد العام -ب

)( رتابة المتتالية  أدرس-جـ nU.  
)( أدرس تقارب المتتالية -د nU.  

  
 قام المشرف على مكتبة بدراسة لعدد المنخرطين في هذه المكتبة فمكنته هذه الدراسة من – 22

  : استنتاج ما يلي 
  . منخرطا جديدًا300من المنخرطين يلغون انخراطا تهم وهناك 25%في كل سنة 

، نرمز بالرمز  n ومن أجل كل عدد طبيعي 800 كان 2000نعلم أن عدد المنخرطين في المكتبة عام 
nU إلى عدد المنخرطين في عام n2000.  
   .1U ،2Uأوجد . 1
  :  فإن nمهما يكون العدد الطبيعي : أثبت أنه . 2

300)75,0(1 nn UU.  
  .n بدلالة العدد الطبيعي nUأحسب الحد العام . 3
  .2016كم أصبح عدد المنخرطين في المكتبة عام . 4

  
 في مصرف يتعامل بفوائد  DA  25000مبلغا قدره A أودع شخص 01/01/2005 في – 23

 سنويا يعني بعد مرور كل سنة يضاف إلى 2%فوائد مركبة بنسبة ( سنويا ، 2%مركبة بنسبة 
وابتداء من عام )  من المبلغ الذي بقي في صندوق المصرف طول هذه السنة 2%رصيد الزبون 

  . من كل عام01/01 في  DA 2000 سحب مبلغا قدره A يتلزم على هذا الشخص 2006
 في صندوق A الرصيد ، المقدر بالدنانير، للشخص nU ، نسمي nمن أجل كل عدد طبيعي 

   .n+2005/01/01المصرف في 
  .2Uو 1Uأحسب . 1
n : 2000)1,0(1اثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي . 2 nn UU.  
  .n بدلالة العدد الطبيعي nUأعط عبارة الحد العام . 3
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   ؟01/01/2014 في صندوق المصرف، في ،Aكم يصبح رصيد الشخص . 4

  
 وفق شروط تسديد الديون  300.000DA تمكن شاركة مالية زبائنها من اقتراض مبلغا قدره – 24

  :التالية 
 مما كان عليه في هذا الشهر وعلى الزبون أن 5,1%بعد مرور كل شهر ، يزداد دين الزبون بـ 

  . شهريا إلى الشاركة 15.000DA يرجع 
) رغم ذلك (  على الزبون أن يدفع  15.000DAدين في الشهر الأخير أقل من إذا كان ال

15.000DA .   
 n المبلغ ، المقدر بالدنانير ، الباقي للتسديد بعد مرور nU نسمي nمن أجل كل عدد طبيعي 

  .شهرًا
15000.015,11 فإنّ nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي . 1 nn UU.  
  ة اللازمة لتسديد الدين ؟ ماذا تستنتج فيما يخص المدّ. 22U ، 23U ، 24Uأحسب . 2
  
  
  
  

  
  : الاشتراك السنوي في نادي الإعلام الآلي يعتمد على المبدأ التالي – 25

   . 10.000DA: ثمن المشاركة الابتدائية هو 
 مما كان عليه في 5%في كل سنة وابتداءًا من السنة الثانية ، يزداد ثمن المشاركة السنوية بنسبة 

   . 50DAمنه السنة السابقة ثمّ تطرح 
  .01/01/2004أصبح هشام مشاركا في هذا النادي ابتداءًا من 

 إلى ثمن المشاركة السنوية ، المقدر بالدنانير ، nU ، نرمز بالرمز nمن أجل كل عدد طبيعي 
  .n+2004لهشام لسنة 

50.05,11أثبت أنه . 1 nn UU.  
  .n بدلالة العدد الطبيعي nUأعط عبارة . 2
المبلغ الكلي ، المقدر بالدنانير ، الذي يكون دفعه هشام  nS نسمي nمن أجل كل عدد طبيعي . 3

  . سنة من المشاركةnلتغطية 
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  .n بدلالة العدد الطبيعي nSأحسب . 4

  
  

  حلول التمارين و المشكلات  
 

   : 1التمرين 
  .1S ، 3S ، 5S ،6Sحساب كل من / 1

112: لدينا 
1S.  

14321: ولدينا  222
3S.  

5554321: ولدينا  22222
5S.  

91654321: ولدينا  222222
6S.  

  . عدد كيفي mيث  حmS بدلالة 1mSعبارة / 2
22222لدينا 

1 )1(...321 mmSm  
                                   2)1(mSm  

  : فإن1n حيث nالبرهان بالتراجع أنه ، مهما يكون العدد الطبيعي / 3
  

)12)(1(
6
1 nnnSn  

)1)(12( الفصية np)( لنحسب nمن أجل كل عدد طبيعي 
6
1 nnnSn.   

 )1(p هي القصية)1)(11)(112(
6
1

nS 

  . وهي صحيحة11S: وهي القصية 
  .صحيحة p)0(ومنه 

 mp)1( صحيحة ونبرهن أن mp)( عددا طبيعيا كيفيا ، نفرض أن mليكن  
 .صحيحة
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 صحيحة، أي لنفرض mp)( وليفرض أن 1m عددا طبيعيا كيفيا حيث mلنأخذ  

)1)(12(أن 
6
1 mmmSm 1( ولنبرهن أن(mpصحيحة أي لنبرهن  :

)32)(2)(1(
6
1

1 mmmSm 

2:                                  لدينا
1 )1(mSS mm   

  )من الفرع السابق (

                      2)1)(12)(1(
6
1 mmmm  

  )من الفرض  (

                ))1(6)12()(1(
6
1 mmmm  

                         )672)(1(
6
1 2 mmm  

                         )32)(2)(1(
6
1 mmm  

  . صحيحةmp)1(ومنه  
) 1m حيث mمن أجل كل عدد طبيعي  (mp)1( يؤدي الى جواب mp)(ومنه جواب 

  . وراثيةpوعليه الخاصية 
  :من المرحلتين الأولى والثانية وحسب مبدأ البرهان بالتراجع

  . حقيقة صحيحة1n ،)(npو N في nمهما تكون قيمة 
  

   : 2التمرين 
  .1ية حل التمرين انظر كيف
   : 3التمرين 

  : فإن3n حيث nالبرهان بالتراجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي / 1
12).2( n

n nS  
  .1اتبع صمن المراحل الموضحة في حل التمرين 

  : حيثS لحساب مجموع nSاستعمال عبارة / 2
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105432 2.33...2.182.152.122.92.6S   
:                                           لدينا 

)2.11...2.42.32.2(3 1032S  
212252423 2).112(...2).15(2).14(2).13(3S

123 SS  
1122).212(3S  

112103S  
61440S  

   : 4التمرين 
  . وراثية pرهان أن الخاصية الب/ 1

 ونبرهن أن 8مضاعف العدد A صحيحة أي mp)( عدا طبيعيا ، نفرض أن mليكن 
)1(mp 19 صحيحة أي أن 1m يعني أنه يوجد عدد غير صحيح وليكن 8 مضاعف لـ 
k بحيث :  
km   :  عندئذ 819

19919 1 mm 1998 mm)حسب الفرض           (
     

819)9(: أي أن  1 kmm  
km:  بحيث kمنه يوجد عدد صحيح وليكن  819 1.  

kk: يكفي أخذ  m9.  
  . صحيحةmp)1( :ومنه 

  . وراثية p ومنه الخاصية mp)1( يؤدي إلى صواب mp)(ومنه صواب 
  . 1استفد من الفرع الأول ومن التمرين / 2/3/4

   : 5التمرين 
  :البرهان بالتراجع أنه / 1

)313( فإن nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  nn 5 عدد طبيعي مضاعف للعدد.  
)313(:  القضية np)(، لنسمي 1n حيث nمن أجل كل عدد طبيعي  nn مضاعف 

)313(على أساس أن . (5للعدد  nn فعلا عدد طبيعي .(  
  :مرحلة الابتداء 
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)1(p هي القضية )313(   .5 مضاعف العدد 11
  .5 مضاعف العدد 10وهي القضية    
  .وهي صحيحة  

  )1... ( صحيحة p)1(ومنه 
  :  وراثية pالبرهان أن الخاصية 

ة أي لنفرض أن  صحيحmp)( ولنفرض  1m عددا طبيعيا كيفيا حيث mلتأخذ 
)313( mm أي لنفرض أنه يوجد عدد صحيح وليكن 5 مضاعف للعدد k بحيث  :
kmm   : صحيحة أي لنبرهن أنmp)1( ولنبرهن أن )313(5
)313( 11 mm 5 مضاعف للعدد.  

3131313313:                                            لدينا  11 mmmm  
    

333133131313 mmmm

)313(3)313(13 mmm  
1013513 mk  

:                                 حيثkومنه يوجد عدد صحيح
kmm 5313 11  

mkk    : يكفي أخذ 3213  
  . صحيحةmp)1(: وعليه 

  .mp)1( يؤدي إلى صواب mp)(ومنه صواب 
  ).2... ( وراثية pوعليه الخاصية 

 ، 0N في nمهما تكون قيمة : وسبب مبدأ البرهان بالتراجع نجد ) 2(و ) 1(من : ومنه 
)(npقضية صحيحة .  
  : بنفس الكيفية نبرهن أنه / 2

)6.42( فإن 2n بحيث nمن أجل كل عدد طبيعي  3213 nn عدد طبيعي مضاعف لـ 
7.  

   : 6التمرين 
)1(1 فإن nالبرهان بالتراجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي  σσ nn حيث ،σ عدد 

  .حقيقي موجب تماما
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)1(1:  القضية np)( ، لنحسب nمن أجل كل عدد طبيعي  σσ nn.  
  :مرحلة الابتداء 

)0(p 10:  هي القضية)1( 0 σσ  
  11: وهي القضية 

  وهي صحيحة 
  ).1... ( صحيحة p)0(ومنه 

  : وراثية pالبرهان أن الخاصية 
:  صحيحة أي لنفرض أن mp)( عددا طبيعيا كيفيا ولنفرض m لنأخذ

1)1( σσ mm   
)1(1  : لدينا فرضا  σσ mm  

)1()1()1(1    : وعليه  σσσσ mm  
)1(1     :أي أن  21 σσσσ mmm  
mmm     :أي أن  21 1)1()1( σσσ  
)1(1)1(1     :ولكن  2 σσσ mmm) 02: لأنmσ(  
)1()1(1      : ومنه  1 σσ mm  

  .  صحيحةmp)1(     :وعليه 
  .mp)1( يؤدي إلى صواب mp)(ومنه صواب 

  ).2. ....( وراثيةpوعليه الخاصية 
، N في nمهما تكون قيمة : برهان بالتراجع نجد وحسب مبدأ ال) 2(و ) 1(من :  الخاتمة 

)(npقضية صحيحة .  
   : 7التمرين 

  :البرهان بالتراجع أنه / 1
nnn:  فإن 2n حيث nمن أجل كل عدد طبيعي  435  

 2n و N في nاتبع نفس الخطوات الواردة في حل التمرين السابق مع الملاحظة من أجل 
  :لدينا 

nnnn

nnnn

43243
4)41(3)32(4535

11
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  :البرهان بالتراجع انه / 2
4)3(2 فإن 3n حيث nدد طبيعي من أجل كل ع nn   

 2n و N في nمع الملاحظة من أجل  ) 6التمرين ( اتبع نفس الخطوات الواردة في حل 
  :لدينا 

.20163)4(
20163168

36244)3(4

22

22

22

nnn
nnnn

nnn
  

   : 8التمرين 
  ).6التمرين (ومن ) 1التمرين (استفد من 
   : 9التمرين 

)(دراسة رتابة المتتالية  nU بالاعتماد على تغيرات الدالة f في كل ما يلي  :  

1 /
1

35
n

U n  

)(ة المتتالي nUمتناقصة تماما .  

2 /
n

U n
52  

)(المتتالية  nUمتزايدة تماما .  
3 /12nU n  

)(المتتالية  nUمتزايدة تماما  .  
4 /42 2nU n  

)(المتتالية  nUمتناقصة تماما .  

5 /
2

53
n
nU n  

)(المتتالية  nUلاحظ أن (   . متناقصة تماما :
2

53
nn

U n(  

6 /
12

312
n

nU n  

)(المتتالية  nUمتزايدة تماما .  
7 /900032 nnU n  
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)(المتتالية  nUمتناقصة تماما .  
  ).تمرين تعتمد على درس المشتقات والدوال الأصليةالإجابة التفصيلية في هذا ال( 

  : 10التمرين 

)(دراسة رتابة المتتالية  nU بمقارنة حاصل القسمة 
n

n

U
U   :  في كل ما يلي 1 والعدد 1

1 /
1

3
n

U
n

n     و   *ND.  

  N* عنصرا من nليكن 

: لدينا 
2

3 1

1 n
U

n

n  

       :وعليه 
3

1
1

3
1

2
3 n
nU

U n

n

n  

                                          
2
13

n
n  

1                 :عندئذ 
2
1.311

n
n

U
U

n

n    

      
1

2
13

1
2
1.3.1

2
1.3

n
n

n
n

n
n

  

                                   
1

2
13

1
2
19

n
n
n
n

  

       
1

2
132

18

n
nn

n  
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011     :ومنه 

n

n

U
U  

nn    : أي أن  UU     ) 0nUلأن (  1
)(ومنه المتتالية  nUمتزايدة تماما .  

3 /
nn
nU
2

  ND*   و  !

  N* عنصرا من nليكن 

:  لدينا 
11 2

!)1(
nn

nU  

      : وعليه 
!

2
2

!1
1

1

n
n

U
U n

n
n

n  

      
!

2
22

!1
n

nn n

n
  

                  
2

1n  

11    : وعليه 

n

n

U
U  

nn    : أي أن  UU   )0nUلأن   ( 1
)(ومنه المتتالية  nUمتزايدة .  

 
  : 13 التمرين

)( nUمتتالية عددية .  
)(البرهان أن المتتالية / 1 nU محدودة من الأسفل وهذا بإتباع طريقة مناسبة :  
12 nnU n   

  N عنصرا من nليكن 
  02n:        أي أن 0nلدينا   
02: وعليه  nn  
112: ومنه  nn  

  1nU: وهذا يعني أن 
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)(ومنه المتتالية  nU 1 محدودة من الأسفل بالعدد.  

 
2

1

0 6

nUU
U

nn

  

  N عنصرا من nليكن 
2لدينا   

1 nUU nn     
01: وعليه  nn UU  

)(وبالتالي المتتالية  nUمتزايدة .  
01: وعليه  UUn  
  6nU: أي أن 

)(ومنه المتتالية  nU 6( محدودة من الأسفل بالعدد(.  

 
2

11.4
n

nU n  

  N عنصرا من nليكن 

0:    عندئذ 
2

1
n

01.4    و    n  

1  : وعليه 
2

11.4
n

n  

  1nU: أي أن 
)(ومنه المتتالية  nU 1 محدودة من الأسفل بالعدد.  

)(بنفس الكيفية يكون التعامل للإثبات أن / 2 nU  محدودة من الأعلى إذ يكفي إيجاد عدد حقيقي ثابت
α حيث  :  

  .αnU:  فإن N من nمهما يكون 
  : 14التمرين 

)(الإثبات أن / 1 nV متتالية حسابية .  
  . عددا طبيعيا nليكن 
121         :لدينا  nnnn UUVV  
   11 )322( nn UnU  
   )32(3221 nUnU nn  
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        21 nn UU  
        2nV  

)(ومنه المتتالية  nV متتالية حسابية أساسها r 2 حيثr.  
  :  يكون nن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  التأكد أنه م/2

1100 ... nn VVVUU  
nnn:  عددا طبيعيا غير معدوم ، عندئذ من المساواة nليكن  UUV   : نجد 1

11

232

121

010

nnn UUV

UUV
UUV
UUV

  

  :بالجمع طرف لطرف وبعد الاختزال نجد 
0110 ... UUVVV nn  

1100   :       وعليه  ... nn VVVUU   
   :n بدلالة nU إعطاء عبارة 

 N عنصرا من nليكن 

   : 0nنفرض أن • 
1100           :لدينا  ... nn VVVUU  

)(           )متتالية حسابيةمجموع حدود متتابعة ل(
2 100 nVVnU  

         ))1((
2

1 001 rnVUUn 

                                        

))1(22(
2

1 01 rnUUn          

      ))1(.2)3(2(
2

1 00 rnUUn      

 )2)1(6(
2

1 nn  
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  )82(
2

1 nn  

              1)4.(nn  
  010U).40(1:               ولكن • 

nnU).4(1:  لدينا N من nومنه من أجل   n. 

  : 15التمرين 
)(إعطاء عبارة الحد العام للمتتالية  nU ثم حساب nS حيث :  

nn UUUS ...10  

1 /)( nU معرفة بـ  :
2

1

0

5.3

2

nn UU
U  

)( المتتالية نعرف nVبـ    :
σ1
bUV nn)  3σ   َ5  وb    (  انظر الدرس

.  

              
2
5

nU  

)(لنبين أن المتتالية  nU الأساس هو – ومن الدرس – هندسية σ 3 أي.   
nn     :وعليه  VV σ0  

   nU 3)
2
5( 0  

  n3
2
9  

      : عندئذ 
2
5

nn VU  

       
2
53

2
9 n  

  .بنفس الكيفية يمكن التعامل في الحالتين المتبقيتين/ 2/3
  : 16التمرين 

)(تتالية العددية دراسة تقارب الم nU في كل حالة من الحالات التالية  :  
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1 /
nnU 3

52  

  : عندئذ N عنصرا من nليكن 
n

nU 3
152  

  ولكن 
3
1  وَ   ثابت    1

3
11.  

0   ومنه
3
1lim

n

n
  

2lim    : وعليه  nn
U  

)(ومنه المتتالية  nU 2 متقاربة نحو.  

3 /
1

1.5.3 2

n
nnU n  

   :N عنصرا من nليكن 

  :لدينا 
n
nU

nnn

2.3limlim  

  n
n

.3lim  

          
)(ومنه المتتالية  nU متباعدة .  

5 /nn
nU 76  

 :عندئذ  N عنصرا من nليكن 

1
7
6.7 n

n
n

nU  

       1
7
6.7

n
n  

nn  : ومنه 
Ulim  
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n: لأن 

n
7lim    َ0   و

7
6lim

n

n
ٍ :  لأن     (

17

1
7
61(   

)(ومنه المتتالية  nUمتباعدة .  

7 /
nn

nn

nU 8.34.7
2.53.2  

 : عندئذ N عنصرا من nليكن 

3
8
4.78

3
2.52.3

n
n

n
n

nU  

         
3

2
1.7

3
2.52

8
3

n

n

n

  

1: وبما أن 
3
1    وَ      21

2
1     وَ       11

8
31  

0: فإن 
3
2lim

n

n
0   وَ   

2
1lim

n

n
0    وَ    

8
3lim

n

n
  

0lim  : ومنه  nn
U  

)(: وعليه  nU متقاربة نحو الصفر .  
   : 17التمرين 

1 /
2.3
1.2

2n
nU

n

n  لنتأكد أن ،  :
2.3

1.20 2n
nU n ثم ندرس تقاربها .  

 : عندئذ N عنصرا من n ليكن 

:  لدينا • 
2.3

1.21.2
23
12

22 n
nn

n
nU

n

n  
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2.3
11

2n

n

  

)1(01:  زوجي نجد nفي حالة : عندئذ  n  
)1(21:  فردي نجد nفي حالة    n  

0: وعليه 
2.3

1.2
2n
nU n     أي أن :  

2.3
1.2

2n
nU n)...    1.(  

   .0nU يكون 0nمن أجل • 
)1(1;1  وَ  22n يكون 0nمن أجل  n  

  ).0nU) ... 2: وعليه 

: أن نجد ) 2(و ) 1(من 
2.3

1.20 2n
nU n.  

    : ولدينا 
22 3

2lim
23
12lim

n
n

n
n

nn
  

  
nn 3
2lim  

          0  
0lim: ومنه وحسب مبرهنة الحصر نجد أن  nn

U  

)(ومنه  nU متقاربة نحو الصفر .  
  .استفد من مبرهنة الحد من الأسفل لدراسة التقارب / 2
  .استفد من مبرهنة الحد من الأعلى لدراسة التقارب / 3

   : 18التمرين 
  1nU فإن nطبيعي غير المعدوم البرهان بالتراجع أنه مهما يكون العدد ال/ 1

  .استفد من حلول التمارين المتعلقة بالبرهان بالتراجع 

 وَ 1المقارنة بين العددين / 2
1
11

n

n

U
U من أجل  nعدد طبيعي غير معدوم .  

   عددا طبيعيا غير معدوم كnليكن 

1: لدينا 
1

11)1(1

1
1
11

n

n

n

n

U

U
n

U
U  
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        11
n

  

011    يكون   1n:   وبما أن 
n

 

1:    وعليه 
1
11

n

n

U
U  

)(دراسة رتابة المتتالية / 3 nU.  
  N* عنصرا من nليكن 

1: لدينا 
1
11

n

n

U
U)  2حسب السؤال(  

111: أي أن  nn UU)  11لأنnU 1 حسب السؤال.(  
nn :أي أن  UU 1    

)(ومنه المتتالية  nUمتناقصة .  
)(الإثبات أن / 4 nUمتقاربة .  

)(: لدينا  nU 3حسب السؤال ( متناقصة(  
)(و  nU 1حسب السؤال  (1 محدودة من الأسفل بـ(  

)(ومنه المتتالية  nUمتقاربة .  

:  فإن 2n حيث nاجع أنه مهما يكون العدد الطبيعي البرهان بالتر/ 5
n

nU 2
11  

  .استفد من حلول التمارين المتعلقة بالبرهان بالتراجع
)(استنتاج نهاية المتتالية / 6 nU.   

 N* عنصرا من nليكن 

: لدينا 
n

nU 2
   )5 وَ 1حسب السؤالين  (110

: أي أن 
n

nU 2
111  

: وعليه 
n

nU 2
111  
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0: وبما أن 
2
1lim

n

n
: لأن   (

2
1 ثابت وَ 1

2
11(   

   :  فإنه وحسب نظرية الحصر
1lim nn

U  

)(ومنه المتتالية  nU 1 متقاربة نحو.  
  )الفكرة (:19التمرين 

)(لنثبت أن•  nV هندسية .  
  : عندئذ N عنصرا من nليكن 

2
.7

5.24
21

1
1

n

n

n
n U

U
U

V  

: أي 
nn

n
n UU

U
V 1

7
5

7
10

.7
5.10

1  

n: أي 
n

n V
U

V .
7
521.

7
5

1 

)(ومنه  nV متتالية هندسية أساسها 
7
5  

 •1V ثم nUبدلالة n  
  N عنصرا من nليكن 

:  لدينا 
n

n VV
7
5.0  

n

U 7
5.21

0

  

n

7
5  

21:  ولدينا 

n
n U
V  
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  :أي أن 
2

1

n
n V

U  

    
2

7
5

1
n

        

nnحساب • 
Ulim  

0: لدينا 
7
5lim

n

n
1: لأن ( 

2
11(   

: ومنه 
2
1lim nn

U  

  )الفكرة (:20التمرين 
)(البرهان أن المتتالية •  nVحسابية .  

  : عندئذ N عنصرا من nليكن 

:          لدينا 
nn

nn UU
VV

1
1

1
1

1
1  

           

n

n

n U
U
U 1

1

3.2
2

1

1  

          

1
1

1
3.2

nn

n

UU
U  

         
1
2.2

n

n

U
U  

         2  
)(ومنه المتتالية  nV 2 حسابية أساسها.  

 •)( nV م )( nUبدلالة n:   
  N عنصرا من nليكن 
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20:    لدينا  nVVn  

n
U

.2
1

1

0

  

        1.2 n  
:    لدينا 

n
n U
V

1
1  

.1: أي أن  nnn UVV  

:   أي أن 
n

n
n V

V
U

1  

1.2
.2
n
n  

 
   : 21التمرين 

  : 2U  وَ  1Uإيجاد / 1

300800: لدينا 
100
258001U  

      300800
100
75  

 900  
300: ولدينا 

100
25

112 UUU  

      300
100
75

1U  

975  
1)75,0(300 فإن nالإثبات أنه مهما يكون العدد الطبيعي / 2 nn UU  

   عددا طبيعيا nليكن 

300    : لدينا 
100
75

1 nnn UUU  
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300.
100
251 nU  

       300.
100
75

nU  

     300).75,0( nU  
   : nطبيعي  بدلالة العدد الnUحساب الحد العام  / 3

  :  كما يلي nVنعرف المتتالية 

1200
25,0

300
1 nnnn UUbUV

σ
)  75,0σ  َ300 وb( 

)(المتتالية  nV 75,0 هندسية أساسها.  
n      : عندئذ 

n VV 75,00  
                   nU 75,012000  
                  n75,01200800  

    n75,0400  
1200nn     :ومنه  VU  

   120075,0400 n  
  .2016: عدد المنخرطين في المكتبة عام / 4

  : عندئذ 16Uالعدد المطلوب هو 
1200)75,0.(400 16

16U  
  .16U هي قيمة مقربة لـ 1196

  
  

 


