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 أشطة
 

   : 1النشاط 
) العدد x التي ترفق بكل عدد حقيقي fنعتبر الدالة العددية  )f x  

) : حيث ) 10xf x =  
1010x بين أن – 1 xLne= حيث e هو العدد النيبيري .  
):  احسب – 2 )lim

x
f x

→−∞
) ثم   )lim

x
f x

→+∞
   

   f عين الدالة المشتقة للدالة – 3
) أنشئ التمثيل البياني – 4 )C بعد دراسة الفروع اللانهائية (  للدالة  (  

;      في معلم متعامد متجانس  ,O i j
→ → 

 
 

  

  : الحل 
1010: لدينا  )1

xx lne= )  حسب الخاصيةlne =α α  
1010x: و عليه   xlne= )  حسب الخاصيةnlnx nlnx=  

): و منه  ) 10xlnf x e=  
2       (( ) 1 0l im lim 0x ln

x x
f x e

→ −∞ → −∞
= =  

         ( ) 10lim lim xln

x x
f x e

→+∞ →+∞
= = +∞  

  : تعيين الدالة المشتقة )   3
): لدينا ) 10xlnf x e=  

   لأنها مركب الدالتين \ تقبل الاشتقاق على fالدالة 
 10x xln6 و xx e6 حيث \ اللتين تقبلان الاشتقاق على  :  

( ) ( ) ( )1010 . 10 .10xln xf x ln e ln′ = =  
  : التمثيل البياني ) 4

( )C 0:  يقبل فرعين لانهائيين و مستقيم مقارب معادلتهy    ∞− عند =
) :و لدينا  ) 1 0 1 0

l i m l i m l i m 1 0
1 0

x L n x L n

x x x

f x e eL n
x x x L n→ + ∞ → + ∞ → + ∞

= = × = + ∞  
)و عليه  )C يقبل فرعا مكافئا باتجاه محور التراتيب عند +∞  

  :  التمثيل البياني
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   : 2النشاط 

 f دالة عددية لمتغير حقيقي x معرفة كما يلي  :( ) 1
2

x

f x  =  
 

  

21: بين أن  -1
2

x
x lne −  = 

 
  

): أحسب  -2 )lim
x

f x
→−∞

) ثم  )lim
x

f x
→+∞

 

  .\ على fعين الدالة المشتقة للدالة  -3

)أنشئ بآلة بيانية التمثيل البياني   -4 )γ للدالة f 

 ) .بعد دراسة الفروع اللانهائية  ( 
  : الحل 

لدينا  )1
1
21

2

xx
ln
e

 
 
   = 

 
:  و منه 

1
21

2

x
xln
e  = 

 
  

21:     و عليه 
2

x
xlne−  = 

 
):  إذن  ) 2xlnf x e−=  

  : حساب النهايات ) 2
  ( ) 2lim lim 0xln

x x
f x e−

→+∞ →+∞
= =       ( ) 2lim lim xln

x x
f x e−

→−∞ →−∞
= = +∞  

  : الدالة المشتقة   )2
2x هي مركب دالتين fالدالة  xln−6و xx e→ وعليه \ القابلتان للاشتقاق على 

   .\فهي تقبل الاشتقاق على 



 

 

): حيث  ) ( ) 22 xlnf x ln e−′ = ):    و عليه − ) ( ) 12
2

x

f x ln  ′ = −  
 

  

    : ة الفروع اللانهائي-) 4
( )γ 0 يقبل فرعين لانهائيين و مستقيم مقارب معادلتهy   ∞+عند =

): لدينا  ) ( )
2 2

lim lim lim 2
2

xln xln

x x x

f x e eln
x x xln

− −

→−∞ →−∞ →−∞
= = − × = −∞

−
  

): إذن  )Cافئا باتجاه محور التراتيب يقبل فرعا مك.  
) إنشاء - )γ بآلة بيانية  :  

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 القوى الحقيقية
 

 :  تعريف -1

b: عدد حقيقي b عدد حقيقي موجب تماما و a: من أجل  blnaa e=  
  :  خواص -2 

:        لدينا b وaمن أجل كل عددان حقيقيان موجبان تماما و عددان حقيقيان 
.b b b ba a a′ ′+• =                 blna blna• =    

            ( ) 
bb b ba a
′ ′×• =                   

b
b b

b
aa
a

′−
′• =       

              
b b

b
a a
a a

 • = ′ ′ 
            ( ) . .b b ba a a a′ ′• =  

  : أمثلة 

( )
22 21 2 33 3 32 2

2
3

21 1 1 3 3 2.  ;   ;  
2 2 2 2 2

+              = = =                         

π π

π
π

  

 

} :aالدالة الأسية ذات الأساس  }1a ∗∈ −\   
  

  : تعريف  -1
0a موجب تماما بحيث  عدد حقيقيaليكن  ≠   
xالدالة  xlnax a e=6 تسمى الدالة الأسية ذات \ و المعرفة على   

   aexp و نرمز لها بالرمز aالأساس 
f : xx  دراسة الدالة - a6   

   \ معرفة على fالدالة 
1aمن أجل ) أ >  : ( )lim lim lim 0x xlna

x x x
f x a e

→−∞ →−∞ →−∞
= = =  

0lna    لأن  >  
( )lim lim limx xlna

x x x
f x a e

→+∞ →+∞ →+∞
= = = +∞  

0من أجل ) ب 1a< <  : 0lna <                                                                      
  ( )lim lim limx xlna

x x x
f x a e

→−∞ →−∞ →−∞
= = = +∞  



 

 

( )lim lim lim 0x xlna

x x x
f x a e

→+∞ →+∞ →+∞
= = =  

xx   :  دالة  المشتقة للدالة  ال a f6  
  ( ) xlnaf x e=  

xهي مركب دالتين هما f   الدالة  xlna6 و xx e6 و هما قابلتان  للاشتقاق على 
f و دالتها المشتقة \ تقبل الاشتقاق على fدالة  و عليه ال\ :  معرفة كما يلي ′

( ) ( ) . xlnaf x lna e′ =  
1a من أجل • > : 0l n a 0f:  ومنه < ( x )′     f وعليه <

   .\   متزايدة تماما على 
0 من أجل • 1a< < : 0lna ) و منه < ) 0f x′ <  
  \ متناقصة تماما على f عليه  و

1a        من أجل  0                          من أجل   < 1a< <   

+∞           −∞  x  +∞         −∞  x  
+  ( )f x′  -  ( )f x′  

+∞  
0  

( )f x  

  

+∞  
0  

( )f x  

  
  : التمثيل البياني 

1a              من أجل  0                       من أجل < 1a< <  
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nالدالة الجذر  ieim−  ، { }1n ∗∈ −` 
 

nالجذر  -1 ieim−  { }( )1n ∗∈   :  لعدد حقيقي `−
  : تعريف و ترميز •

}  من nمن أجل عدد طبيعي  }1∗ n فإن الجذر \+ من a و عدد `− ieim− للعدد 

nالحقيقي الموجب تماما و الذي يرمز بالرمز  a   
  : و المعرفة كما يلي 

إذا كان     
1

    :  0n na a a= 0  و < 0  n =  
   : الخواص الجبرية •

,b a ، عددان حقيقيان موجبانb غير معدوم  .,p n عددان طبيعيان غير معدومين و كل منهما
  :                                                    لدينا الخواص التالية 1يختلف عن 

       ( ) 
n

n a n• =                  .n b na b a b• × =  
  ( ) 

p
n n pa a• =                          

n
n

n

a a
bb

• =  

    n p npa a• =                         n np pa a• =  
  
   :  الدراسة التحليلية للدالة-2

nx x6 حيث { }1n ∗∈ −` ،  n ثابت و هي معرفة على [ [0;+∞   

): و يمكن تعريفها بالعبارة  )
1
nf x x= كما يمكن تعريفها كما يلي   :  

0x  من أجل  ≠ : ( )
1 lnx
nf x e=    و    ( )0 0f =  

              ( )
1

lim lim
lnx
n

x x
f x e

→+∞ →+∞
= = +∞  

[من أجل  [0;x∈ +∞    : ( )
11 1 lnx
nf x e

n x
′ = ×   

)و لدينا  ) 0f x′    .x من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما <
] متزايدة تماما على fإذن الدالة  [0;+∞   



 

 

  :  جدول التغيرات 
+∞               0  x  

+             ( )f x′  

+∞  
0  

( )f x  

  :   بيان الدالة يقبل فرعا لانهائيا و لدينا : لفروع اللانهائية  -
( )

1
1 1 11l im lim lim lim . l im

n n
n n

x x x x x

f x x x x x x
x x x

−−

→ +∞ → +∞ → +∞ → +∞ → +∞
= = = =  

                               
1 1

lim lim 0
n n lnx
n n

x x
x e

− −

→+∞ →+∞
= = =  

1لأن  0n
n
−

  ∞+:   و عليه بيان الدالة يقبل فرعا مكافئا باتجاه محور الفواصل  عند >

  : التمثيل البياني 

2 3 4

2

0 1

1

x

y

  
  دوال القوى

  

f : nxدراسة الدوال  x→ ، n عدد ثابت من ∗\  

[الدالة معرفة على  lnxx:  و يمكن كتابة ∞+;0] e=α α  
  :  حساب النهايات -

0α   من أجل  >     : ( )
0
0

lim 0
x
x

f x
>
→

)    ؛   = )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

0α   من أجل  <   : ( )
0
0

lim
x
x

f x
>
→

= )    ؛     ∞+ )lim 0
x

f x
→+∞

=  

  :  دراسة الاشتقاقية -



 

 

[تقبل الاشتقاق على fالدالة    فة و دالتها المشتقة المعر∞+;0]

):  كما يلي  ) 1. Lnxf x e
x

αα′ =.   

) : α<0من أجل  ) 0f x′ [متزايدة تماما على  f و عليه < [0;+∞.   
0αمن أجل  < : ( ) 0f x′ [متناقصة تماما على f و عليه > [0;+∞.  

  :جدول التغيرات 
0α   من أجل  0α                           من أجل < <    
+∞              0  x    +∞            0  x  

+  ( )f x′    -  ( )f x′  
.+∞     

0  ( )f x    .+∞  
0  ( )f x  

  
   : ةالفروع اللانهائي

0α يقبل فرع لانهائي من أجل fالتمثيل البياني للدالة    :  و لدينا <

            ( ) ( )11lim lim lim lim lnx

x x x x

f x x x e
x x

−−

→ +∞ → +∞ → +∞ → +∞
= = =

α
αα   

) : α<1من أجل : نلاحظ أنه  )
lim
x

f x
x→ +∞

= +∞  

  .ليه للبيان فرع مكافئ باتجاه محور التراتيبو ع
) :   α>1من أجل  )

l im 0
x

f x
x→ +∞

=  

  .إذن بيان الدالة يقبل فرعا مكافئا باتجاه محور الفواصل 
) : α=1من أجل  )f x x= )  بيانها هو المنصف الأول(.   

0αأما من أجل     فإن التمثيل البياني للدالة يقبل فرعين لانهائيين >
0x: و مستقيمين مقاربين معادلتيهما  0y و = =.   

α                       0α<1:      التمثيل البياني  <  
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  تمـارين و مشكلات
  

   . 1لتمرينا
  :أمام كل جملة خاطئة × أمام كل جملة صحيحة و العلامة√ضع العلامة 

1-        21
2

x
x lne −  = 

 
    \∋x       مع           

2-       10 .10 1x x−    \∋x          مع           =
3-         lne=π π ππ  

4-      ( ) ( ) ( )3 5 15
2 . 2 2=     

5-     ( )
( )

( )
4

3

5

π
π

π
=  

) الدالة -6 )0,5 xx6ا على  متزايدة تمام\.   
  .هي نفسها 10xx6 الدالة الأصلية للدالة -7
xx الدالة الأصلية للدالة -8 a6 من أجل { }1a ∗

+∈ −\   

1:     هي الدالة  . xx a
lna

6.   

9-     1lim
2

x

x→+∞

  = +∞ 
 

    

10-    lim 10 0x

x

−

→+∞
=       



 

 

11-    lim 5 0x

x

−

→−∞
=     

12-   lim .3 0x

x
x

→+∞
=  

13-    210 10
x

x =  

14-    
6

35 5=    

15-  2,
lnx

x x e∗
+∈ =\  

16-   ,  
lnx

x xx x e∗
+∈ =\  

xx الدالة المشتقة للدالة -17 x6 على المجال ] [0;+∞   
)      هي الدالة  )1 xx lnx x+ ×6  

18-    
1
4 4,

lnx

x x e∗
+∈ =\  

19-  
1
3lim
x

x
x
−

→+∞
= +∞  

20-  2lim
x

x
→+∞

= +∞  

 .  2التمرين

  :  كل من المعادلات و المتراجحات التالية \حل في 

1 (23 7.3 12 0x x− + =         2 (210 10 6 0
x

x − − =  
3 (10 5x <      4 (1 0 , 0 0 0 1

2

x
  > 
 

     5 (4 210 4.10 3 0x x− + ≤  

 .  3التمرين

  : موعة التعريف للدوال الآتية ثم احسب النهايات عند الأطراف عين مج

1    (( ) 3
3 1

x

xf x =
−

         2 (( ) 10 xf x =      

3  (( ) 1
1 0 2xf x =

+
          4 (

( ) 1
1 1
2

xf x =
  − 
 

    

5 (( ) ( )4 3xf x x= +        6  (( ) 1.
2

x

f x x  =  
 

                  



 

 

 .  4التمرين

  عين مجموعة التعريف و مجموعة قابلية الاشتقاق للدوال المعرفة 
  :كما يلي ثم عين الدالة المشتقة لكل منها 

1 (( ) 2 210x xf x −=        2 (( )
21 15 3

2 2

x x

f x    = − +   
   

                   

3 (( ) 4
4 1

x

xf x =
−

        4   (( ) ( )2 1xf x ln= −                       

5 (( )
2

2

5 1
5 1

x

xf x −
=

+
       6     (( )

( )11
3

x x

f x
−

 =  
 

                        

 .  5التمرين

):  و المعرفة بالعبارة x ذات المتغير الحقيقي fنعتبر الدالة  ) 10 1
10

x

xf x −
=          . 

  .f  ادرس تغيرات الدالة -1
)  ليكن -2 )C التمثيل البياني للدالة fفي المستوى المزود بمعلم  

;س        متعامد متجان ,O i j
→ → 

 
 

.  

)عين نقط تقاطع )    أ )C مع المحاور الإحداثية .  
) و المستقيمات المقاربة للمنحني ةادرس الفروع اللانهائي)   ب )C.  

) اكتب معادلة المماس للمنحني - 3 )C0طة ذات الفاصلة  عند النق.   
)  أنشئ المنحني - 4 )C.  

 .  6التمرين

):  حيث f ادرس تغيرات الدالة  ) 2 2x xf x −= −  
;ثم أنشئ تمثيلها البياني في معلم متعامد متجانس  ,O i j

→ → 
 
 

 .   

 .  7التمرين

:  المعرفة بالعبارة fλ تغيرات الدالة λب قيم العدد الحقيقي ادرس حس
( ) .3 3x xf xλ λ −= )نفرض  . − )C λ

  . تمثيلها البياني 
)أنشئ  ) ( ) ( )1 1 0 ,   ,  C C C−.  

  



 

 

 .  8التمرين

1 (f دالة عددية لمتغير حقيقي x معرفة بالعبارة  :( ) xf x x=.   
) ثم أنشئ تمثيلها البياني f ادرس تغيرات الدالة -    )C   في معلم   

     متعامد متجانس 
; ,O i j

→ → 
 
 

.   

):  الدالة المعرفة بالعبارة gلتكن ) 2 ) xg x x=  
  .   دالة زوجية g بين أن الدالة -
) اكتب - )g x دون رمز القيمة المطلقة .  
) استنتج تمثيلها البياني - )γ في نفس المعلم السابق .  

 .  9التمرين

: بين أن 
1 1 2

4 2 2 4 2 22 2 3
2 23 3 3 3 3 35 5 .8 8 5 .8 5 8

     
+ + + = +     

     
.   

 .  10التمرين

):  المعرفة بالعبارة fنعتبر الدالة العددية  )
3

3f x x x= −   
]على المجال  [1 ;+∞.   

) ثم أنشئ تمثيلها البياني fغيرات الدالة ادرس ت )C  في معلم متعامد   
;متجانس  ,O i j

→ → 
 
 

 . باستعمال آلة بيانية 

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  الحـلــــــول
  

     1التمرين

1  (  √       2  (  √       3 (  √      4 (  ×      5 (  √       

6  (  ×       7  (  ×       8 (  √      9 (  ×     10 (  √      

11 (  ×      12 (  ×      13 (  √     14 (  √      15 (   √        16 (  ×      17 (  √      

18 (  √     19 (  √      20  (  √      

 .  2التمرين

23: لدينا ) 1 7.3 12 0x x− + 3x  بوضع = y= 2:  نجد 7 12 0y y− + =  
   1∆ =  ،    1 3y =   ،   2 4y 3:     و منه = 3x 3  أو = 4x =  

13 3  x = 1x:    تكافئ • =  
3 4 x = 3:  تكافئ  • 4xln ln= 3:    ومنه 4xln ln=   

4:    و عليه 
3

l nx
l n

41:  إذن مجموعة الحلول =  ;
3

l nS
l n

 =  
 

  

210 :  لدينا) 2 10 6 0
x

x − − 2:    وهي تكافئ =

2 21 0 1 0 6 0
x x 

− − = 
 

      

210:    بوضع 
x

t= 2:  نجد 6 0t t− − =  
   25∆ =  ،    1 2t = −   ،   2 3t =  

2t لما - = 210:  فإن − 2
x

= 210 مرفوض لأن − 0
x

>  

3t:    لما - 210:      فإن = 3
x

210:      وعليه = 3
x

ln ln=   

10:     ومنه  3
2
x ln ln=   2:        و بالتالي 3

10
lnx
ln

=  

32:   إذن مجموعة الحلول 
1 0

lnS
ln

 =  
 

  

10:  لدينا ) 3 5x 10:       وهي تكافئ > 5xln ln<   
10:      وعليه  5xln ln< 5:     و بالتالي

10
lnx
ln

<   



 

 

; 5:    إذن مجموعة الحلول 
1 0

l nS
l n

 = − ∞  

  

1:  لدينا ) 4 0,0001
2

x
  > 
 

1:    وهي تكافئ  0 , 0 0 0 1
2

x

ln ln  > 
 

   

41:      وعليه  10
2

xln ln 2:       إذن <− 4 10xln ln− > −  

4:    وبالتالي  10
2

lnx
ln

.4; 10:   إذن مجموعة الحلول >
2

lnS
ln

 = −∞  
  

4: لدينا ) 5 210 4.10 3 0x x− + 210 بوضع ≥ x z= 2:  نجد 4 3 0z z− + ≤  
2:     نحلل العبارة  4 3z z− +  

           2 13       ;     1     ;     4z z= = ∆ =  
):   و عليه  ) ( )2 4 3 1 3z z z z− + = − −   

):   و بالتالي  ) ( )4 2 2 210 410 3 10 1 10 3x x x x− + = − −  

210:  لندرس إشارة كل من  1x 210   و  − 3x −  
210 1 0x − 210 تكافئ = 1x 2 ومنه  = 0x 0x  وعليه  = =   
210 1 0x − 210 تكافئ < 1x 2 ومنه  < 0x 0x  وعليه  < >   

210 3 0x − 210 تكافئ = 3x 210 ومنه = 3xln ln= 2  وعليه 10 3x xln ln= =   
3: و عليه 

2 1 0
l nx
l n

=   
210 3 0x − 210:    تكافئ < 3x 210:     ومنه < 3xln ln>   

2:  أي أن  10 3xln ln> 3:        و بالتالي
2 1 0
lnx
ln

>  

): و بالتالي ندرس إشارة  ) ( )2 210 1 10 3x x− −  

+∞          3
2 10
ln
ln

          0       −∞             x  

+  +  -  210 1x −  
+  -  -  210 3x −  
+  -  +  ( ) ( )2 210 1 10 3x x− −  

  

30: إذن مجموعة حلول المتراجحة هي   ;
2 1 0
lnS
ln

 
  

  



 

 

 .  3التمرين

):   لدينا ) 1 ) 3
3 1

x

xf x =
−

  

  :  مجموعة التعريف -
3:  معرفة من أجل fالدالة  1 0x − 3:  أي ≠ 1x 0x:  و منه ≠ ≠  
[إذن  [ ] [; 0 0 ;fD = − ∞ + ∞∪  

  :  حساب النهايات -

          ( )
3

3

3lim lim lim 0
3 1 1

x xln

x xlnx x x

ef x
e→−∞ →−∞ →−∞

= = =
− −

  

                         ( )
0 0
0 0

3lim lim
3 1x x

x

xx x
f x

< <
→ →

= = −∞
−

  

                         ( )
0 0
0 0

3lim lim
3 1x x

x

xx x
f x

> >
→ →

= = +∞
−

  

  ( ) 3 1lim lim lim 111 13 1
33

x

x x xx
xx

f x
→ +∞ → +∞ → +∞

= = =
  −− − 
 

  

):   لدينا ) 2 ) 10 xf x =  
  :  مجموعة التعريف -

   .\ معرفة على f     الدالة 
  : حساب النهايات 

           ( ) . 10lim lim 10 limx x ln

x x x
f x e

→−∞ →−∞ →−∞
= = = +∞  

           ( ) . 10lim lim 10 limx x ln

x x x
f x e

→+∞ →+∞ →+∞
= = = +∞  

):   لدينا ) 3 ) 1
10 2xf x =

+
  

  :  مجموعة التعريف -
10: معرفة إذا و فقط إذا كان fتكون الدالة  2 0x + 10:  أي ≠ 2x ≠ −  

  \ معرفة على fلة إذن الدا.   و هي محققة 
  :  حساب النهايات -



 

 

( ) 10
1 1 1lim lim lim

10 2 2 2x xlnx x x
f x

e→−∞ →−∞ →−∞
= = =

+ +
  

( ) 10

1 1lim lim lim 0
10 2 2x xlnx x x

f x
e→+∞ →+∞ →+∞

= = =
+ +

  

):    لدينا ) 4 ) 1
1 1
2

xf x =
  − 
 

  

  : مجموعة التعريف -
1: فقط إدا كان  معرفة إذا وfتكون الدالة  1 0

2

x
  − ≠ 
 

  

1:  أي  1
2

x
  ≠ 
 

0x:    وعليه  ≠   

[: إذن مجموعة التعريف هي  [ ] [ ;0 0 ;−∞ +∞∪  
  :  حساب النهايات -

21: لدينا 
2

x
xlne−  = 

 
  

): و منه  ) 2
1lim lim 0

1xlnx x
f x

e−→−∞ →−∞
= =

−
  

        ( ) 2
1lim lim 1

1xlnx x
f x

e−→+∞ →+∞
= = −

−
  

        ( )
0 0
0 0

1lim lim
1 1
2

x x
xx x

f x
< <
→ →

= = +∞
  − 
 

   

1: لأن  1 0
2

x >  − → 
 

  

        ( )
0 0
0 0

1lim lim
1 1
2

x x
xx x

f x
> >
→ →

= = −∞
  − 
 

  



 

 

1: لأن  1 0
2

x <  − → 
 

  

1: إشارة  1
2

x
  − 
 

  

+∞         0          −∞  x  

-  
+  1 1

2

x
  − 
 

  

):   لدينا ) 5 ) ( )4 3xf x x= +  
   \:  مجموعة التعريف هي -
  :  حساب النهايات عند أطراف مجموعة  التعريف -

( ) ( ) 3 3 3lim lim 3 lim . 3 0xln xln xln

x x x
f x x e x e e

→−∞ →−∞ →−∞
= + = + =  

                       ( ) ( ) 3lim lim 3 xln

x x
f x x e

→+∞ →+∞
= + = +∞  

):   لدينا ) 6 ) 1
2

x

f x x  =  
 

  

   \ مجموعة التعريف هي -
  :  حساب النهايات -

( )
1

221lim lim lim . lim .
2

x
xln xln

x x x x
f x x x e x e −

→ −∞ → −∞ → −∞ → −∞

 = = = = −∞ 
 

  
  ( ) ( )2 21lim lim lim . 2 0

2
x ln x ln

x x x
f x x e x ln e

ln
− −

→ +∞ → +∞ → +∞

− = = − = 
 

  
 .  4ينالتمر

):   لدينا ) 1 ) 2 210x xf x −=  
  :  مجموعة التعريف -
2لأنها مركب الدالتين \ الدالة تقبل الاشتقاق على - 2x x x−6  

   .\ القابلتان للاشتقاق على 10xx6   و 

): و يمكن كتابة  ) ( )2 2 10x x lnf x e −
=  

):   وعليه  ) ( ) ( )2 2 102 2 10. x x lnf x x ln e −′ = −  



 

 

           ( ) ( ) ( ) 2 22 1 10 .10x xf x x ln −′ = −  

):   لدينا ) 2 )
21 15 3

2 2

x x

f x    = − +   
   

  

  \ معرفة على f الدالة -
   لأنها مجموع و مركب دوال تقبل   \ تقبل الاشتقاق على f الدالة -

  .\   الاشتقاق على 
):    ويمكن كتابة  ) 2 2 25 3xln xlnf x e e− −= − + 

):   وعليه  ) ( ) ( )2 2 22 2 2xln xlnf x ln e ln e− −′ = − − −  

):   إذن  ) ( ) ( )
21 12 2 . 2

2 2

x x

f x ln ln   ′ = − +   
   

  

):   لدينا ) 3 ) 4
4 1

x

xf x =
−

  

4 معرفة من أجل f الدالة -  1 0x − 4 أي ≠ 1x 0x و عليه ≠ ≠  
[   إذن    [ ] [ ;0 0 ;fD = −∞ ∪ +∞   

  لأنها حاصل قسمة دوال تقبل    fDتقبل الاشتقاق على fالدالة  -

): و يمكن أن نكتب  .   \   الاشتقاق على  )
4

4 1

xln

xln
ef x
e

=
−

     

           ( )
( ) ( ) ( )

( )

4 4 4 4

24

4 . 1 4 . .

1

xLn xln xln xln

xln

ln e e ln e e
f x

e

− −
′ =

−
   

                        ( )
( ) ( )

( )

4 4 4

24

4 . 1

1

xln xln xln

xln

ln e e e
f x

e

− −
′ =

−
  

       ( ) ( )
( )

4

24

4 .

1

xln

xln

ln e
f x

e

−
′ =

−
       ( ) ( )

( )2

4 .4

4 1

x

x

ln
f x

−
′ =

−
            

):   لدينا ) 4 ) ( )2 1xf x ln= −  
  :  مجموعة التعريف 

2 معرفة من أجل fالدالة  1 0x − 2و عليه  < 1x 0x  أو  < >   



 

 

[:   ومنه  [0 ;  +fD = ∞   
  : الاشتقاق 

 ، و fD و عليه فهي تقبل الاشتقاق على fD هي مركب دوال قابلة للاشتقاق على fالدالة 

): يمكن كتابة  ) ( )2 1xlnf x ln e= −  

): ومنه  ) ( ) 2

2

2 .
1

xln

xln

ln e
f x

e
′ =

−
):      إذن  ) ( )2 .2

2 1

x

x

ln
f x′ =

−
    

):   لدينا ) 5 )
2

2

5 1
5 1

x

xf x −
=

+
  

  : مجموعة التعريف 
25 لأن \ معرفة على fالدالة  1 0x + [:    وعليه ≠ [;fD = −∞ +∞   

  : الاشتقاق 
 لأنها حاصل قسمة دوال تقبل الاشتقاق                   و يمكن \ تقبل الاشتقاق على fالدالة 

): كتابة  )
2 5

2 ln5

1
1

xln

x
ef x
e

−
=

+
  

):  وعليه  )
( ) ( )

( )

2 5 2 5 2 5 2 5

22 5

2 5 . 1 2 5 1

1

xln xln xln xln

xln

ln e e ln e e
f x

e

   + − −   ′ =
+

                 

                       ( )
( )

( )

2 5 2 5 2 5

22 5

2 5 . 1 1

1

xln xln xln

xln

ln e e e
f x

e

 + − + ′ =
+

  

  ( ) ( )
( )

2 5

22 5

4 5 .

1

xln

xln

ln e
f x

e
′ =

+
):       و بالتالي  ) ( )

( )
2

22

4 5 5

5 1

x

x

ln
f x′ =

+
  

):    ا لدين) 6 )
( )11

3

x x

f x
−

 =  
 

  

  : مجموعة التعريف 
[:   حيث \ معرفة على fالدالة  [;fD = −∞ +∞ 

  : الاشتقاق 
:      و يمكن كتابة \نها مركب دالتين تقبلان الاشتقاق على  لأ\ تقبل الاشتقاق على fالدالة 

( ) ( )1 3x x lnf x e− −=  



 

 

):   و عليه  ) ( ) ( ) ( )1 32 1 3 x x lnf x x ln e− −′ = − +    

):      إذن  ) ( ) ( )
( )112 1 3 .

3

x x

f x x ln
+

 ′ = − +  
 

  

 .  5التمرين

[ : fدراسة تغيرات  -1 [;fD = −∞ +∞  

                   ( )
10

10

1lim lim
xln

xlnx x

ef x
e→−∞ →−∞

−
= = −∞  

    ( )
110 1

10 1 10lim lim lim
10 10

x
x x

x xx x x
f x

→ +∞ → +∞ → +∞

 − −  = =   

                       1lim 1 1
10xx→+∞

= − =  

                                      ( )
10

10

1xln

xln
ef x
e

−
=  

( )
( ) ( ) ( )

( )

10 10 10 10

210

10 . 10 . 1xln xln xln xln

xln

ln e e ln e e
f x

e

− −
′ =  

      ( )
( ) ( ) ( )

( )2

10 10 .10 10 10 . 10 1

10

x x x x

x

ln ln
f x

− −
′ =  

         ( )
( )10 10 . 10 10 1 10

10 .10 10

x x x

x x x

ln lnf x
 − + ′ = =  

)و عليه  ) 0f x′    : \ متزايدة تماما على f و منه <

+∞             −∞  x  
+  ( )f x′′  

1  
−∞  ( )f x  

                  



 

 

2 (a- تعيين نقط التقاطع :  
):  مع محور الفواصل - ) 0f x 10:      ومنه = 1 0x − =   

10:     وعليه  1x 0x:    ومنه = ):      إذن = ) ( ) { }0C y y′ =∩   
b-و المستقيمات المقاربة ة دراسة الفروع اللانهائي  :  

1yهنالك فرعين لانهائيين و مستقيم مقارب معادلته     ∞+ عند =

                 ( ) 10 1lim lim
10

x

xx x

f x
x x→−∞ →−∞

−
= = −∞  

   ∞− و منه يوجد فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب عند 

):  معادلة المماس -3 ) ( ) ( )0 . 0 0y f x f′= − +  
    ( ) ( )0 10        ;       0 0f ln f′ = 10y:    ومنه = xln=   

) إنشاء -4 )C   

1 1,5 2 2,5 3 3,5-0,5

1

-0,5

-1

-1,5

0 0,5

0,5

x

y

  
  

  

  

  



 

 

  

 .  6التمرين

[ : fدراسة تغيرات  [;fD = −∞ +∞  

               ( )lim lim 2 2x x

x x
f x −

→+∞ →+∞
= − = +∞      

               ( )lim lim 2 2x x

x x
f x −

→−∞ →−∞
= − = −∞  

                      ( ) 2 2xln xlnf x e e−= −  

( ) ( )2 22. 2 2 2 2 2xln xln x xf x ln e ln e ln ln− −′ = + = +  

                          ( ) ( )2 2 2x xf x ln−′ = +  

):  و منه  ) 0f x′   \ متزايدة تماما على f و عليه <

+∞          −∞  x  
+  ( )f x′  

+∞  
−∞  

( )f x  

  :إنشاء التمثيل البياني 

2 3-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

  
  



 

 

 .  7التمرين

[  :λ حسب قيم fλدراسة تغيرات  [;fD = −∞ +∞  

)من أجل  ) ( )0lim lim 3     : 0x

x x
f x λ−

→−∞ →−∞
= − = −∞ =  

                     ( ) ( )0lim lim 3 0x

x x
f x −

→+∞ →+∞
= − =  

                              ( ) ( )0 3 3 xf x ln −′ = ×  

)و منه  )0f x′ 0 و عليهf متزايدة تماما   

+∞          −∞  x  
+            ( )0f x′  

0  
−∞  

( )0f x  

0λ من أجل - >      : ( ) 3 3.3 3 .x x xln xlnf x e e− −= − = −λ λ λ   
     ( ) 3 3lim lim . xln xln

x x
f x e e−

→−∞ →−∞
= − = −∞λ λ     

( ) 3 3lim lim . xln xln

x x
f x e e−

→+∞ →+∞
= − = +∞λ λ  

                ( ) ( ) ( )3 33 3xln xlnf x ln e Ln e−′ = +λ λ  
                    ( ) ( )3 .3 3 3x xln ln −= +λ  

                      ( )3 .3 3x xLn λ − = +   

):   و منه  ) 0f x′    \ متزايدة تماما على f:      و عليه<
.+∞         −∞  .x  

        +    ( )f xλ
′  

+∞      .  
-∞  ( )f xλ  

0λ من أجل - <   : ] [;fD = −∞ +∞  ،  ( ) 3 3xln xlnf x e e−= −λ λ  

( )lim     
x

f x
→+∞

= −∞λ       ( )lim
x

f x
→−∞

= −∞λ  



 

 

    ( ) 3 33 xln xlnln e e− = + λ( ) ( ) ( )3 33 . 3xln xlnf x ln e ln e−′ = +λ λ  

):        و منه  ) ( )3 3 3x xf x ln −′  = + λ λ  

( ) 0f x′ 3.:  تكافئ = 3 0x xλ −+ 3.:     ومنه = 3x xλ −= −   

3:  أي  1
3

x

x λ−

−
2:     إذن = 13 x

λ
−

2:      وعليه = 13 xl n l n − =  
 λ

   

:     أي 
1

2 3

ln
x

ln

 − − 
 = λ و بالتالي   :  

( ) 0f x′ 3.:    تكافئ < 3 0x xλ −+ 3.:    و منه< 3x xλ −> −   

3: و عليه  1
3

x

x
λ

− > 2.3:    و بالتالي − 1xλ 2   و منه < 13 x

λ
−

<   

2: إذن  13 xln ln − <  
 λ

12:   و عليه  3x ln ln − <  
 λ

  

12: إذن  3x ln ln  < − − 
 λ

:     و عليه 
1

2 3

ln
x

ln

 − − 
 < λ  

1متزايدة تماما على  fذن إ

  ;  
2 3

l n

l n

  − −    − ∞
 
  

λ
  

:  وعليه فهي متناقصة تماما على 
1

;
2 3

ln

ln

  − −    + ∞
 
  

λ  

  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  :جدول التغيرات 
+∞          ( )1

2 3
ln
ln

− − λ        −∞  x  
          -  +          ( )f xλ

′  
( )1- -

2 3
ln

f
ln

 
  
 

λ  

  
−∞                            +∞  

( )f xλ  

  

)إنشاء  )0C و ( )1C و ( )1C−:   

  
  
  

1 1,5 2-0,5-1-1,5

1

1,5

-0,5

-1

-1,5

-2

-2,5

-3

-3,5

0 0,5

0,5

x

y

(C0)

(C-1)

(C1)



 

 

  
 . 8التمرين

)لدينا  : fدراسة تغيرات  ) xln xf x e=   
                     ] [ ] [ ;0 0 ;fD = −∞ +∞∪   

                        ( )lim lim 0    xln x

x x
f x e

→−∞ →−∞
= =                                           

            ( ) ( ) ( )

0 0 0
lim lim lim =1x ln xxln x

x x x
f x e e

< < <

− − −

→ → →

= =  

  ( )lim lim  =+xlnx

x x
f x e

→+∞ →+∞

= ∞      ( )
0 0

lim lim =1xlnx

x x
f x e

> >
→ →

= 

 ( ) 11. . xln xf x ln x x e
x

 ′ = + 
 

)  ومنه  ) ( )1 xln xf x ln x e′ = +       

 ( ) 0f x′ 1تكافئ   = 0ln x + 1ln وعليه  = x = 1x ومنه  −
e

=  

1x أي أن 
e

= 1x أو −
e

=  

( ) 0f x′ 1:  تكافئ < 0ln x + 1ln  وعليه < x > 1x ومنه −
e

>   

1إذن  1; ;x
e e
− −   ∈ −∞ +∞      

  . متزايدة تماما f و بالتالي ∪

1 متناقصة تماما على كل من المجالين fو منه  -10 ;     ;    ;0
ee

   
      

  

+∞         1
e

           0             1
e

−      −∞  x  

+  -  -  +  ( )f x′  

+∞                    1  
  

1f
e

 
 
 

  

1f
e
− 

 
 

  

  
1                        0  

( )f x  

  



 

 

  :  فروع لانهائية 4هنالك 
( )

lim lim  = lim =+
xln x xlnx

x x x

f x e e xlnx
x x xlnx→+∞ →+∞ →+∞

= ∞  

  ∞+ محور التراتيب عند إذن يوجد فرع قطع مكافئ باتجاه
  

1 1 11 1, 5
ln
e e ef e e

e
− − = = 

 
�    

1 1 11 0, 7
ln
e e ef e e

e

−  = = 
 

�  

1 1,5 2-0,5-1-1,5-2-2,5

1

1,5

2

2,5

3

0 0,5

0,5

x

y

  
  
[:  زوجيةg إثبات أن -2 [ ] [ ;0 0 ;gD = −∞ +∞∪   

gD ، gx من x لدينا من أجل كل عدد حقيقي  D−    و ∋

( ) xg x x −− = ):  و منه − ) ( )g x g x−   . زوجية g إذن =

)كتابة  )g x دون  رمز القيمة المطلقة ( )
( ) ( )( )

                 0

      0

x

x

g x x x

g x x x−

 = >


= − <

  

) استنتاج - )γ :  
)من أجل  ) ( )   :  0g x f x x= >  
)و منه  )γ ينطبق على( )C في المجال ] [0;+∞   

[في المجال  [;0−∞ : ( )γلأن ور التراتيب متناظر بالنسبة لمح gدالة زوجية .  
  
  



 

 

 .  9التمرين

: نلاحظ أن 
2 2 4 2

2 23 3 3 35 5 .5      ;      8 8 .8= =  

:                      و عليه 
1 1

4 2 4 2 4 22 2
2 3 3 3 3 3 35 5 .8 5 .5 5 .8

   
+ = +   

   
  

              
1 1

4 2 2 2 2 22 2
3 3 3 3 3 35 5 8 5 5 8

    
= + = +    
     

  

      و                        
1 1

2 4 4 2 2 42 2
2 3 3 3 3 3 38 5 .8 8 .8 5 .8

   
+ = +   

   
  

            
1

2 2 2 2
3 3 38 5 8
 

= + 
 

  
1

4 2 2 2
3 3 38 . 8 5

  
= +  
   

  

  :                       و عليه 

1
2

1 3
4 2 2 4 2 2 2 2 2 22 2

2 23 3 3 3 3 3 3 3 3 35 5 .8 8 5 .8 5 8 5 8 5 8
         

+ + + = + + = +         
         

  
  

 .  10التمرين

  :    كما يلي fيمكن أن نكتب الدالة 

1xمن أجل *  >  : ( ) ( )31 ln
3

x x
f x e

−
=  

1xمن أجل *  =  : ( ) 0f x =  
]دراسة التغيرات على  [1;+∞:   

  :حساب النهايات ) 1

( ) ( )31
3lim lim e =+
ln x x

x x
f x

−

→+∞ →+∞

= ∞     ( ) ( )3

1 1

1
3

1 1
lim lim  = 0
x x

ln x x

x x
f x e

> >

−

→ →

=  

  



 

 

  : دراسة الاشتقاق ) 2

 فهي إذن تقبل الاشتقاق على وآسيةهي مركب دوال كثيرات حدود و لوغاريتمية fالدالة

] [1;+∞    

): حيث  )
( ) ( )3

3

2
1
3

1 3 1
3 e

ln x x
x

f x
x x

−
−

′ = ×
−

  

( ) 0f x′ 23: تكافئ = 1 0x − 2:  و منه = 1
3

x 3: و عليه  =
3

x =   

3: أو 
3

x = [  في المجال − [3 0 : 1;x x− > 23  و  ∞+ 1 0x − >   

  : كما يظهر في الجدول الآتي 

+∞      1    3
3

    0      3
3

−   1-      −∞  x  

+  +  +  -  -  -  x  
+  -  -  -  -  +  2 1x −  
+  -  -  +  +  -  ( )2 1x x −  
+  +  -  -  +  +  23 1x −  

)و عليه  ) 0f x′ ] من x من أجل كل عدد حقيقي <  متزايدة f و عليه الدالة ∞+;1]
]تماما على المجال  [1;+∞   

):  على اليمين 1دراسة الاشتقاق عند ) 3 )1 0f =  

        ( ) ( ) ( )
( )1 1 1

11
3 33 3

31 1 1

1
lim lim lim

1 1 1x x x
x x x

x xf x f x x
x x x> > >

→ → →

 −− − = =
 − − − 

  



 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )1 1

1 1
3 3

2 21 1

1 1 1
lim lim

1 1 1x x
x x

x x x x x
x x x> >

→ →

   − + +
   = = = +∞

− − −      
  

  . من اليمين 1 لا تقبل الاشتقاق عند fإذن 
  :  جدول التغيرات – 4

+∞                                  1       x  
+  ( )f x′  

+∞  
                                        0  ( )f x  

 
  :دراسة الفروع اللانهائية و المستقيمات المقاربة  - 5

)    البيان  )C وحيدا  يقبل فرعا لانهائيا.  

                                         ( ) ( )
1

3 3

lim lim
x x

x xf x
x x→+∞ →+∞

−
=  

( )
( )

1 1 13 3 3 3 3

1 3 2
3 3

1lim lim lim 1 1
x x x

x x x x
x xx

→ +∞ → +∞ → +∞

 
−    −  = = = − =        

 

  

                                ( ) ( )
1

3 3lim lim
x x

f x x x x x
→+∞ →+∞

 − = − −              

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1
3 3 3 23 3 3

2 1
3 3 23 3

lim
x

x x x x x x x x x

x x x x x x
→+∞

   
− − − + − +   

   =
− + − +

  

                   ( )

( ) ( )

31
3 33

2 1
3 3 23 3

l im
x

x x x

x x x x x x
→ +∞

 
− − 

 =
− + − +

  

                   
( ) ( )

3 3

2 1
3 3 23 3

lim
x

x x x

x x x x x x
→+∞

− −
=

− + − +
  



 

 

              
( )

2
13

3 3 23
2

lim
11

x

x

x x x x x
x

→+∞

−
=

  − + − +    

    

               
( )

2
132 3 23

2

l im
11

x

x

x x x x x
x

→ + ∞

−
=

 − + − + 
 

  

  
             

( )
2

13 3 3
2

lim
11

x

x

x x x x x
x

→ +∞

−
=

 
  − + − +   

 

  

              
( )

2
13 3 3

2

1lim 0
11

x

x x x x
x

→+∞

−
= =

 − + − + 
 

  

yوعليه  x=لمستقيم المقارب المائل عند  معادلة ا+∞   
  :التمثيل البياني بآلة بيانية 

  

  
  
]الدراسة تمت على المجال :  ملاحظة    [1 ;  +    لكن التمثيل في الآلة ∞

]              تم على المجال  [-1 ;  + ∞.   
 


